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摘　要 :常规有限单元法在复杂边界问题的网格剖分、可移动边界和非连续变形问题的数值模拟等方面存在困

难。本文将常规的有限单元分离为几何上相互独立的数学单元和物理单元 ,基于数学单元构造近似函数 ,引入位

移模式关联法则以确定物理单元的位移模式 ,提出了在现有有限单元法框架内、基于数学网格和物理网格分离的

强化有限单元法 ( FEM + + ) 。与常规有限单元法 (SFEM)比较表明 ,强化有限单元法不仅很好地克服了常规有限

单元法网格剖分上的困难 ,而且提供了一条更简便、更自然的分析移动边界问题和非连续变形问题的新途径。最

后 ,通过数值算例验证了强化有限单元法的适用性和有效性。
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1　引 言

作为一种数值方法 ,有限元法在理论上已经比

较成熟 ,并广泛应用在土木工程、机械工程、航空航

天及船舶等领域 ,国内外先后出现了一批代表性著

作[125 ]。

如同其他数值方法一样 ,有限单元法还远不是

一种完美的解法 ,其缺陷主要表现在 : (1)网格划分

的成本高 ,对于形状复杂的求解域 ,需要人工干预 ;

(2)由于有限单元近似函数基于网格构造 ,求解精

度受网格影响大 ; (3)有限单元法存在网格偏见 ,计

算结果对网格划分有很强的敏感性[6 ] ; (4)适合连

续变形分析 ,对非连续变形问题无能为力。解决上

述问题的方法可分为两类。第一类方法是在现有

框架内对有限单元法进行改进 ,以完全或部分解决

上述问题。例如 ,Belytschko 等提出的扩展有限单

元法 XFEM (eXtended Finite Element Method) [7 ,8 ] ,

BabuÍka等提出的广义有限单元法 GFEM ( Gener2
alized Finite Element Met hod) [9 ,10 ]以及 Hansbo

等提出的方法[11 ]。GFEM通过引入近似网格和积

分网格克服了复杂分析域网格剖分的困难。同时 ,

基于单位分解法和一些特殊函数实现有限元近似

函数的局部富集 ,以提高角点、孔洞附近复杂应力

场的分析精度。XFEM则在位移插值函数中引入

阶跃函数和裂纹尖端附近的奇异位移解 ,通过局部

富集节点自由度的方法实现裂纹动态扩展过程中

非连续变形的数值模拟。Hansbo 等则把常规单

元位移插值的方法应用于被变形不连续面剖分的

两个单元区域 ,分别构造单元区域位移近似函数。

第二类方法是抛弃现有的有限元框架 ,提出新的理

论和方法求解上述问题。无网格法、离散单元法等

就是其中代表性的研究成果。

本文从常规的有限单元法 SFEM ( Standard

Finite Element Method)出发 ,将常规单元分离为

几何上相互独立的数学单元和物理单元 ,利用数学

单元构造离散位移场 ,根据位移模式关联法则确定

物理单元的位移模式 ,提出了基于现有有限单元法

框架、适用于任意非连续变形问题的强化有限单元

法 FEM + + ( Enhanced Finite Element Met hod) 。

2　强化有限单元法( FEM + + )

为方便理解 ,先以梁单元为例说明物理单元和

数学单元 ,进而介绍平面问题的强化有限单元法。

211　数学单元和物理单元

图1 (a) 所示的 T型截面梁 ,在 xoz平面内的弯

曲荷载作用下产生面内弯曲变形 ,且变形满足直法

线假定。常规有限单元法将其离散为如图 1 (c) 所

示的 2节点梁单元 ,线段 12 位于梁变形的中性层



图 1　数学单元和物理单元
Fig. 1　Mat hematical element and physical element

内 ,两个节点分别位于两端截面上。每个节点有 2

个独立的自由度 :沿 z 轴方向平动自由度 w i ( i =

1 ,2) 和绕 y轴的转动自由度θi ( i = 1 ,2) 。

在小变形 ( tanθ≈θ) 条件下 ,根据线单元的四

个自由度可以构造出一个关于 x三次、定义在线段

12上的挠度函数 w0 ( x) 。将 w0 ( x) 按直法线假定

向线段外延拓 ,使之覆盖整个 T型截面梁 ,可得到

一个定义在 T型截面梁占据的空间区域内的、关于

x三次、z一次和 y 零次的代数多项式位移模式 :

　　u( x , y , z) = - z
dw0 ( x)

d x

　　v = 0 , w = w0 ( x , y , z) (1)

利用虚功原理和式 (1) 给出的位移场 ,容易得

到单元的元素矩阵 (如刚度矩阵等) 。单元的元素矩

阵具有积分形式 ,其积分域是整个 T型截面梁占据

的物理区域。对于线弹性的等截面梁单元 ,很容易

通过解析积分的方法得到单元的元素矩阵。

从上述分析可以看出 :

(1) 线段 12是为构造 T型梁近似位移场而建

立的 ,是数学上构造插值函数的需要。

(2) 依据直法线假定的插值函数 ,延拓建立 T

型截面梁位移模式与线段上插值函数间的关系。

(3) 就 T型梁位移模式的构造而言 , T型截面

梁和线段 12在几何上可以相互独立。

(4) 对单元刚度矩阵、质量矩阵有贡献的是整

个 T型截面梁占据的区域。

为表述更加明确起见 ,称单元 ( Element) 占据

的物理区域为物理单元 PE( Physical Element) ,如

图 1 (b) 所示 ;称为构建单元位移模式而建立的几

何区域为数学单元 M E(Mat hematical Element) ,

如图 1 (c) 所示。称定义物理单元几何及位移模式

所需的节点为物理节点。定义数学单元几何及离散

函数所需的节点为数学节点。称数学单元位移插值

函数和物理单元位移模式间的对应关系为位移模

图 2　数学和物理网格分离的平面有限单元
Fig. 2　Plane finite element wit h separated

mat hematical and physical mesh

式关联法则。基于以上定义可见 ,有限单元实质上

是物理单元和数学单元通过位移模式关联法则的

统一 (如图 1所示) ,数学单元、物理单元和关联法

则构成单元的三个基本要素。

杆单元、板壳单元、平面单元和空间实体单元

同样可分解为数学单元和物理单元 ,只是常规的平

面问题等参元的数学单元和物理单元在平面内完

全重合而已。引入具有插值函数空间延拓功能的关

联法则之后 ,数学单元和物理单元在平面内重合不

再是必要条件 ,可以根据物理单元变形描述的需要

调整数学单元的大小和形状 ,如图 2所示。

212　数学网格和物理网格

为方便起见 ,称物理单元的集合为物理网格 ,

称数学单元的集合为数学网格。数学单元和物理单

元的分离使得有限元网格剖分更加容易实现。

首先 ,数学单元和物理单元的分离解除了数学

网格与物理网格 (或分析对象的物理区域) 之间的

几何限制。这意味着数学网格的覆盖区域不再必须

与物理网格或物理区域相一致 ,数学网格的剖分可

以不受分析域复杂边界的制约。

其次 ,数学单元和物理单元的分离解除了物理

单元几何形状方面的限制。由于物理单元的位移模

式由数学单元及关联法则确定 ,因此 ,物理单元不

必局限于形状良好的四边形 (或三角形) 。

第三 ,数学单元和物理单元的分离还解除了物

理单元材料组成方面的限制。在误差容许的条件

下 ,同一个单元中可以包含多种材料。

几何形状和材料组成限制的解除使得物理网

格的剖分也非常容易实现 ,物理单元的变形是物理

网格剖分唯一需要考虑的因素。

可见 ,对几何性态要求高的数学网格可以不受

复杂物理边界的限制 ,而受物理边界制约的物理网

格对物理单元的形状没有限制。这使得复杂边界问

题的数学网格和物理网格剖分大为简化。图 3 (a)
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图 3　复杂结构的数学网格和物理网格
Fig. 3　Mat hematical and physical meshes of

complex st ruct ure

为一具有复杂边界的平面问题。在网格剖分时 ,首

先建立一张规则的、允许局部加密的网格 (不一定

是数学网格) ,如图 3 ( b) 所示。将上述网格和结构

叠加在一起 ,如图 3 (c) 所示。每个正方形与分析域

的交集就构成一个物理单元 ,网格与分析域的交集

就构成物理网格 ,如图 3 (d) 所示。其次 ,根据每个

物理单元构造相应的数学单元。对于图示单元内不

存在位移不连续性的物理单元 ,剖分物理单元的正

方形即可作为数学单元。因此 ,只要删除所有与分

析域没有交集的正方形 ,剩下的正方形就构成分析

结构所需要的数学网格 ,如图 3 (e) 所示。

由图 3 (d) 的局部放大图可以看出 ,物理单元

的形状可以是任意的 ,允许出现凹多边形。本文沿

用 4～ 8节点等参单元的概念 ,但与常规有限单元

法不同 ,这里特指由 4～ 8个数学节点构成的数学

单元。

比较图 3中的数学网格和物理网格可以看出

以下几个特点 :

(1) 所有数学单元都具有很好的几何性态。

(2) 在分析区域内部 ,与分析域边界不相交的

数学单元在面内与物理单元完全重合 ,相应的数学

节点和物理节点占据相同的平面位置。

(3) 所有物理单元和物理单元的交界面都位

于相应的数学单元和数学单元的交界面上。

(4) 与内外边界相交的单元 ,物理单元和数学

单元在面内可能不一致。图中物理单元的面内区域

都包含于数学单元 ,但理论上允许物理单元超出数

学单元占据的平面区域。

(5) 数学网格的外边界部分与物理边界重合 ,

部分物理边界包含在数学网格覆盖的平面区域内。

需要说明的是 ,特点 (2) 和 (3) 不是本文提出

的有限单元法必须具备的特征 ,但考虑到 : (1) 数

学单元随意性会导致数学网格的不确定性 ,这种不

确定性反而会增加分析中的困难 ; (2) 物理单元间

位移连续条件是通过关联法则 ,最终由数学单元间

的某种约束来实现的 ,特点 (2) 和 (3) 使得物理单

元间位移连续条件很容易通过数学单元间的位移

连续性得到满足。因此 ,上述特点使得本文提出的

有限单元法在网格剖分时既保留了常规单元处理

单元间连续条件的简便 ,又克服了常规有限元网格

在复杂几何边界上容易畸变的缺点。

213　关联法则及单元列式

控制方程 ,无论是微分形式的还是积分形式

的 ,都是建立在物理区域上的。为计算物理单元的

刚度矩阵等单元量 ,必须建立物理单元位移模式和

数学单元位移插值函数间的关联法则。限于篇幅 ,

本文只介绍其中一种最常用的关联法则 ,即数学模

式覆盖法。

基于数学单元构建的插值函数 ,其定义域为数

学单元内部。数学模式覆盖法直接将插值函数的定

义域延拓至整个物理单元 ,而插值函数的形式不

变。

将等参插值应用于数学单元 ,得到定义在数学

单元上的坐标插值和位移插值 :

x = ∑
nm

k = 1
N k (ξ,η) xk , u = ∑

nm

k = 1
N k (ξ,η) uk (2)

式中 N k = N k (ξ,η) 为定义在母单元中插值形函

数 , x = { x , y} T 和 u = { u , v} T 分别为数学单元内

任意一点的坐标和位移矢量 , xk 和 u k 分别为数学

节点 k 的坐标和位移矢量 , nm 为数学单元的节点

数 ,这里取 4。注意到式 (2) 的定义域为数学单元内

部及边界上 ,在自然坐标系中有

ξ∈[ - 1 ,1 ] , 　η∈[ - 1 ,1 ] (3)

将式 (2) 的定义域适当延拓 ,直至覆盖整个物

理单元 ,即物理单元中任意一点的位移也可以通过

式 (2) 确定。

不失一般性 ,假定每个物理单元都可细化为若

干互不重叠的四边形物理子域。同数学单元类似 ,

每个四边形子域可由 4个顶点 (即物理节点) 来描

述。如图 4 所示 ,物理单元 (1′2′4′5′8′7′6′3′) 被细

化为 3 个四边形物理子域 , 分别为 1′2′4′3′、

3′4′7′6′和 4′5′8′7′,共 8个物理节点。物理子域节

点编号方式同数学单元。

304　第 3期 凌道盛 ,等 : 数学网格和物理网格分离的有限单元法 ( I) :基本理论



图 4　物理单元子域
Fig. 4　Subdomains of physcial element

由于常规的位移插值函数总是一个连续函数 ,

因此物理单元内各相邻子域交界面处的位移满足

连续性要求。根据等参插值的性质 ,数学单元之间

界面上满足位移连续条件。如果相邻物理单元间的

交界面总位于数学单元交界面上 ,物理单元交界面

间的位移连续条件就自动得到满足。

物理单元对刚度矩阵的贡献可以表示为

K = t∫ΩPE BT DB d xd y (4)

式中 t为物理单元厚度 ,ΩPE 为物理单元占据的平

面区域 ,矩阵 B和D分别为单元几何矩阵和材料系

数矩阵。

由于物理单元被细化为若干子域 ,根据积分的

线性性质 ,式 (4) 可以改写成 :

K = t∑
S d

s = 1∫ΩPE
s

B T DsBd xd y (5)

式中 ΩPE
s 为第s个子域占据的平面区域 , Ds 为第 s

个子域的材料系数矩阵 , S d 为子域总数。

为便于采用 Gauss积分 ,首先将物理单元子域

映射到数学单元的母单元中 ,并假定仍然保持为四

边形 ,如图 5 (a ,b) 所示。为减少映射带来的误差 ,

自然坐标系中的子域一律采用 8 节点曲边四边形

表示 ,物理节点的自然坐标记为 (ξk′,ηk′) 。

对母单元中的物理子域再次进行坐标变换 ,即

建立图 5 (c) 和图 5 (d) 间的坐标变换 ,容易得到 :

ξ = ∑
np

k′= 1
N k′(ξ′,η′)ξk′ (6)

式中ξ = {ξ,η} T , N k′为插值形函数 ,形式上与 N k

相同 ,但是ξ′和η′的函数。

利用坐标变换关系式 (2) ,式 (5) 可变换为

K = t∑
S d

s = 1∫Ω′PE
s

B T DsB| J| dξdη (7)

式中 Ω′PE
s 为物理单元的第 s 个子域在母单元中占

据的区域 , J 为坐标变换 (2) 对应的 J acobi 矩阵 ,

| J | 为 J acobi矩阵行列式的值。将坐标变换式 (6)

应用于式 (7) ,可得

图 5　物理子域坐标变换
Fig. 5　Coordinate t ransfer of physical subdomains

K = t∑
S d

s = 1∫
1

- 1∫
1

- 1
BT DsB | J | | J′s | dξ′dη′ (8)

式中 J′s为由坐标变换式 (6) 引入的 J acobi矩阵。

与常规有限单元法 K矩阵的计算相比 ,本文的

方法只是多增加了两项工作 : (1) 子域求和 ; (2) 坐

标变化。而这两项工作在现有的程序框架内实现是

非常简便的。

214　强化有限单元法

为区别于常规有限单元法和其他有限单元法 ,

称基于数学网格和物理网格分离的有限单元法为

强化有限单元法 FEM+ + ( Enhanced Finite Element

Met hod) 。强化有限元法实现的具体步骤为

(1) 按变形特性 ,将分析的对象分解为一系列

在节点和单元边界相互联系的物理单元的集合。

(2) 针对不同物理区域的变形特点及位移连

续条件 ,构造数学单元及位移插值模式。

(3) 建立数学单元位移插值模式和物理单元

变形模式间的关联法则 ,满足保证有限单元法收敛

的物理力学条件 (如位移协调条件、保续条件等) 。

(4) 利用积分形式的控制方程对物理单元进

行单元分析 ,建立单元的平衡 (运动) 方程。

(5) 完成所有物理单元的组集 ,形成离散系统

的平衡 (运动) 方程。

(6) 求解获得数学节点自由度。

(7) 利用物理单元和数学单元间的关联法则

求解物理单元的各种状态量。

与常规有限单元法的求解过程比较可见 ,强化

有限单元法是一种源于常规有限单元法、位于常规

有限单元法求解框架内的新方法 ,常规有限单元法

是强化有限单元法的特例。另外 ,基于数学网格和

物理网格分离的思想 ,不难看出众多半解析有限单

元法的差异仅限于关联法则 ,即延拓方向和延拓规

404 计 算 力 学 学 报 　第 26卷　



则 ,不同而已。

3　基于 FEM+ + 的非连续变形描述

除在网格剖分方面具有优势外 ,与 SFEM 相

比 ,FEM+ + 的另一个优点表现在对非连续变形的

描述能力上。众所周知 ,数值模拟裂纹扩展过程的

难点在于裂纹位置通常事先并不知道。常规有限单

元法需要不断移动网格或重新生成网格以适应裂

纹的扩展 ,由此带来网格畸变、计算精度低下等问

题。本节以裂纹扩展问题为例说明 FEM+ + 在非连

续变形问题中的应用。

图 6　4节点等参元中裂纹扩展
Fig. 6　Crack propagation in 4 node isoparamet ric element

如图 6 (a) 所示物理单元 PE和数学单元 M E

在平面内完全重合的四节点平面单元 (四个数学节

点编号分别为 n1 , n2 , n3和 n4 ) 。图 6 ( b) 为裂纹尖端

穿越单元内部 ,止于单元的另外一个边界 n2 n3。图

6 (c) 为裂纹尖端贯穿单元进入邻近单元。裂纹穿

越过程中 ,原来的物理单元 PE被划分成两个不同

的物理单元 ,分别记为 PE1和 PE2。在图 6 (b) 情况

下 ,物理单元 PE1 和 PE2 仅在裂纹尖端具有相同

的位移 ,当裂纹完全贯穿时 ,物理单元 PE1和 PE2

的变形各自独立。

对于图 6 (b ,c) 的情况 ,常规的有限单元法采

用图 7 (a ,b) 示两个单元进行分析 ,节点数分别为 7

和 8。为保证单元间位移连续 ,图 7 (a) 中的节点 n7

的位移是不独立的 ,由节点 n2和 n3插值确定 ,具有

独立自由度的节点数为 6。由图可以看出 ,常规有

限元网格容易导致单元畸形。

由于物理单元 PE1和 PE2具有不同的变形模

式 ,因此 ,必须采用不同的数学单元来描述。假定物

理单元与数学单元位移模式采用数学模式覆盖法

进行关联 ,并注意到 :

图 7　常规单元非连续变形描述
Fig. 7　Discontinuous deformation description of standard element

(1) 数学单元 n1 n2 n3 n4 具有良好的几何性状。

(2) 数学单元和物理单元在几何上没有任何

约束关系 ,只要保证按一定关联法则建立的物理单

元位移模式满足有限元的连续和收敛性要求即可。

因此 ,可以取与物理单元 PE1 和 PE2 对应的

数学单元 M E1和 M E2在几何上与 M E重合 ,如图

8 (a ,b) 所示。

图 8　数学单元 ME1和 ME2
Fig. 8　Mat hematical element s ME1 and ME2

为保证物理单元 PE1与上邻物理单元的位移

连续性 ,必须有

n′3 = n3 , 　n′4 = n4 (9)

同理 ,为保证物理单元 PE2 和下邻物理单元的位

移连续性 ,必须有

n″1 = n1 , 　n″2 = n2 (10)

当裂纹尖端位于单元边界上时 ,如图 6 ( b) 所

示 ,为满足裂纹尖端所在边与邻单元的位移连续

性 ,有

n′2 = n″2 , 　n′3 = n″3 (11)

由此可见 ,为描述裂纹开展引起的不连续变

形 ,需要适当增加数学节点并重新定义数学单元。

对图 6 (b) 的情况 ,需要新增两个数学节点 n′1和 n″4 ,

M E1的定义为 n′1 n2 n3 n4 , M E2的定义为 n1 n2 n3 n″4。

对图 6 (c) 的情况 ,需要新增四个数学节点 n′1和 n′2 ,

n″3和 n″4 , M E1 的定义为 n′1 n′2 n3 n4 , M E2 的定义为

n1 n2 n″3 n″4。

这样 ,只要用M E1和 PE1 ,M E2和 PE2分别代

替M E和 PE就不仅能描述裂纹在单元内的扩展引

起的不连续变形 ,而且无需重新划分数学网格 ,能

够保证裂纹开展过程中数学网格不会畸化 ,从而保

证了位移插值函数的合理性 ,有效地克服了常规有

限单元法分析非连续变形问题上的困难。

4　算例验证

为验证强化有限单元法的适用性 ,进行了一系

列的数值算例分析 ,这里给出其中一例。

如图 9 (a) 所示含裂纹试件 ,长度为 2 ,高为 1 ,

单位厚度 ,属于平面应力问题。材料的杨氏模量为

1 ,泊松比为 012。试件右下角水平和竖向位移同时

固定 ,右上角水平位移固定 ,左上角施加单位竖向
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图 9　带裂纹试件及有限单元离散模型
Fig. 9　Cracking specimen and corresponding

finite element discrete model

图 10　细化网格
Fig. 10　Refined mesh

位移。裂纹开口位于试件的左边界 ,纵坐标为 h ,裂

纹的尖端位于试件中心位置。

常规有限单元法采用 3个单元 ,9个节点 ,如图

9 ( b) 所示。其中 ,节点 9满足一定约束条件 ,即该节

点的位移为节点 2和 5的平均值。在强化有限单元

法中 ,整个区域被剖分为 3 个物理单元 ,如图 9 (c)

所示。数学网格采用了 8 个数学节点 ,3 个数学单

元。与物理单元 PE22 相对应的数学单元为

M E22 (1222528) ,与物理单元 PE23相对应的数学单

元为 M E23 (7222524) ,其中 ,物理单元位移模式采

用数学模式覆盖法确定。两种网格具有相同的独立

自由度数 ,计算规模相同。

由于没有解析解 ,本文以图 10所示细化网格、

采用常规有限元法的计算结果作为比较依据。常规

有限单元法采用 ABAQU S进行分析。

当 h = 0时 ,常规有限单元法和强化有限单元

法给出几乎完全一致的计算结果 ,说明此时两者具

有相同的计算精度。随着裂纹开口偏离中心位置距

离的增加 ,常规单元发生几何畸变 ,而强化有限单

元法中的数学网格始终不变 ,保持很好的几何性

态。为比较由于单元畸变对计算结果的影响 ,以

h = 0时的计算结果作为基准定义无量纲量。以强

制位移作用点的竖向反力 P为例 ,开口位置为 h

时 ,无量纲竖向反力定义为

图 11　强制位移作用点竖向无量纲反力
Fig. 11　Nondimensional vertical reaction force

at t he point of forcing displacement

图 12　左下角点竖向无量纲位移
Fig. 12　Nondimensional vertical displacement

at bottom left corner of t he specimen

P
-

( h) =
P( h)
P(0)

(12)

式中 P( h) 为裂纹开口位置位于 h的位置时对应的

竖向反力。图 11为强制位移作用点竖向无量纲反力

比较图 ,图 12为左下角竖向无量纲位移比较图。

由图可以看出 :

(1) 无论是竖向反力、竖向位移还是裂纹开口

的张开距离 ,强化有限单元法给出的随裂纹开口位

置变化的趋势都和细化网格一致 ,而常规的有限单

元法的计算结果不尽如人意 ,甚至在 h > 0时表现

出相反的趋势。

(2) 无论开口位置如何变化 ,由于数学单元不

变 ,强化有限单元法抵抗物理单元畸变的能力远远

好于常规的有限单元法。

5　结　论

通过上述分析可以看出 :

(1) 数学网格和物理网格分离的强化有限单

元法是一种基于现有有限单元法框架内的新型有

限单元法 ,常规有限单元法是其特例。

(2) 强化有限单元法克服了常规有限单元法

网格剖分上的困难。
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(3) 强化有限单元法提供了一条比 XFEM、

GFEM和 Hansbo方法更加简便、自然的分析非连

续变形问题的新途径。
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An enhanced f inite element method with separate

mathematical and physical mesh( I) : theory

L IN G Dao2sheng 3 ,　XU Xiao2min ,　CH EN Yun2min
(MO E Key Laboratory of Soft Soils and Geoenviromental Engineering ,

Zhejiang University , Hangzhou 310058 , China)

Abstract : For standard finite element met hod (SFEM) , mesh generation of domain wit h complex bound2
ary and problems wit h movable boundary or discontinuous deformation are cumbersome to deal wit h. In

t his paper , conventional element is separated into two kinds of element s , mat hematical element and

p hysical element , which are geomet rically independent . The mat hematical element and p hysical element

are applied for approximating const ruction and p hysical domain description , respectively. By int roducing

correlation rule between mat hematical and p hysical element , t he approximate displacement of p hysical

element is determined. Basing on separated mat hematical and p hysical meshes , an enhanced finite ele2
ment met hod ( FEM + + ) , which is in the f ramework of SFEM , is t hen p ut forwards. A typical correla2
tion rule , named extension of mat hematical displacement mode for regular mat hematical element , is p ro2
posed wit h corresponding formulas. The most important advantage of FEM + + is t hat it p rovides a new

simple way to simulate p roblems wit h movable boundary or st rong/ weak discontinuous deformation. Fi2
nally , it s applicability and validity are verified t hrough a numerical example.

Key words : finite element met hod ; discontinuous deformation ; movable boundary ; displacement interpo2
lation
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