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摘　要:间断伽辽金(DG)方法因其高精度、易并行等优良特性而得到广泛的应用,网格自适应(AMR)技术已得到

广泛采用,与同等级全局细化相比,AMR可以大大降低计算量并提高计算效率.本文结合 DG和 AMR的优点,

基于p４est开源库将一种新型混合限制器应用到自适应笛卡尔网格上的 DG方法中,该限制器具有高精度、紧凑

性和鲁棒性且其构造非常简单,并通过激波探测器来捕捉激波,本文比较了新型混合限制器和总变分有界(TVB)

限制器的性能,发现前者的性能明显优于后者,通过一系列Euler方程和 NavierＧStokes方程数值算例验证了本文

方法的可行性和高效性,结果表明新型混合限制器在 AMRDG方法中表现出良好的性能,具有较小的耗散和很好

的激波捕捉能力,在保证高精度的前提下大大提高了计算效率.
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１　引 言

间断有限元方法(DG)最早出现在 Reed等[１]

求解稳态中子输运方程问题的论文中,提出了在中

子输运框架下的第一个 DG 方法.随后 Chavent
等[２]利用线性元离散空间、欧拉(Euler)向前法进

行离散时间,将其推广到非线性守恒律的求解中,
但其并不稳定,并且其时间步长很受限制.CockＧ
burn等[３]在空间离散化中使用DG并结合 RungeＧ
Kutta时间离散化方法,这一问题得到解决并且这

些结果推广到了高阶精度和一维方程组.随后其

建立能够轻松解决非线性时间依赖问题,如气体动

力学的欧拉方程的框架[４].该框架中使用显式非

线性稳定的高阶RungeＧKutta格式进行时间离散,
使用黎曼求解器作为界面通量并利用总变分有界

(TVB)的非线性限制器以实现对强激波的非振荡

特性.DG自此得到广泛的应用,尤其在求解流场

含有数值间断的问题中.DG 方法针对强间断处

的处理十分重要,目前仍是 DG 的难题,常用的方

法包括限制器和人工黏性等.Cockburn等[５]将斜

率限制器和 TVB限制器应用于二维 Euler方程,

成功抑制了间断处的数值震荡,但无法实现任意阶

精度.Hoteit等[６]提出了一种可以实现任意阶精

度的新型坡度限制器,其思想是基于最小二乘法,
通过对解的重构施加一些约束来定义局部最大原

理区域,结果表明,其提出的坡度限制器具有较高

的精度.Liu等[７]为双曲守恒定律系统提出了一

种本质上无振荡的间断有限元方法(OFDG),其通

过引入人工黏性来控制伪振荡,结果表明了人工黏

性在DG方法中的可行性和鲁棒性.Wei等[８]提

出了一种用于双曲守恒定律的 DG 方法中的一种

混合限制器,本文称其为 HYD 型限制器,其结合

了高阶DG近似和低阶有限解,保留了本质上的非

振荡性质,实现了更好的多尺度结构的分辨率,其
构造非常简单,且可以实现任意高阶精度,但其还

未应用到网格自适应(AMR)和 NavierＧStokes方

程,本文将其应用到了 AMR 和 NavierＧStokes方

程上.

AMR已得到广泛应用,在精度相同的情况下

与全局细化相比,AMR可以以更少的计算成本来

提高计算效率.本文使用的p４est[９]是一个大型开

源的h型网格自适应库,其是基于树的网格自适应

的一种,其基于 MPI实现分布式大规模并行,同时



拥有动态负载均衡能力,大大提高了计算效率,消
除了开发人员考虑网格自适应复杂算法的麻烦.

本文结合 DG 方法和 AMR 技术的优点来提

高求解性能.比较了 TVB型限制器和 HYD型限

制器的性能,并实现了 HYD型限制器在 AMR和

NavierＧStokes方程上的应用.

２　数值方法

２􀆰１　控制方程和DG方法

本文考虑 NavierＧStokes方程,其控制方程为

∂U
∂t＋ Ñ􀅰Fc－ Ñ􀅰Fv ＝０ (１)

式中U 为守恒变量,Fc＝(fc,gc),Fv＝(fv,gv)分
别为无黏通量和黏性通量,对于Euler方程Fv＝０.
变量的具体形式为[１０]

U ＝ (ρ,ρu,ρv,E)T

fc ＝ (ρu,ρu２＋p,ρuv,u(E＋p))T

gc ＝ (ρv,ρuv,ρv２＋p,v(E＋p))T

(２)

式中ρ为流体密度,u、v为x 和y 方向速度,p 为

压强,E＝p/(γ－１)＋０􀆰５ρ(u２＋v２),γ为气体比

热比常数,除非特别说明取γ＝１􀆰４.

fv ＝ (０,τxx,τxy,uτxx ＋vτxy ＋δx)T

gv ＝ (０,τxy,τyy,uτxy ＋vτyy ＋δy)T
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式中μ为动力黏度,δx 和δy 的具体形式为

δx ＝γμ
Pr
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(４)

式中 Pr表示普朗特常数,e＝E/ρ.
假设计算域为Ω,该区域剖分为单元 K 的集

合,本文考虑矩形网格,即笛卡尔网格,对于复杂几

何,结合浸入边界法便可以实现矩形网格下的复杂

几何工况的计算[１１].为简单起见,考虑标量U,而
其他变量的离散过程是相似的.单元K 上U 的近

似解UK
h 在由分段多项式组成的有限元空间Vk

h 表

示为

UK
h (x,y)＝ ∑

NP－１

n＝０
cK

nϕK
n (x,y)

Vk
h ＝ {ϕ(x,y):ϕ(x,y)|K ∈Pk(K)}

(５)

式中 NP 为自由度个数,NP＝(k＋１)(k＋２)/２,

cK
l 为自由度,ϕK

l (x,y)为单元K 上的局部基函数,

本文选择勒让德多项式的张量积作为基函数,以

P２ 为例需要的基函数为１,X,Y,X２－１/３,XY,Y２

－１/３.其中 X＝２(x－xc)/Δx,Y＝２(y－yc)/

Δy,Δx、Δy分别为K 单元x、y方向的网格尺寸,
(xc,yc)为K 单元的中心坐标,为了方便书写,下
文将省略上标 K 和下标h.将式(１)乘以检验函

数,并在K 上进行积分,用高斯公式分部积分并用

数值通量代替单元边界上的通量值得到 DG 的弱

形式为[１０]

∫K

∂U
∂tϕndxdy＝∫K

(Fc－Fv)􀅰Ñϕndxdy－

　　∫∂K
F︵c－F︵v( )ϕnds

(６)

式中F︵c 和F︵v 分别为无黏和黏性数值通量,前者选

用 HLL 格式[１２,１３]求解,后者选用 LDG 方法[１４].
式(６)的积分项用高斯积分来逼近,具体可参见文

献[５].对于时间离散,本文采用强稳定性的三阶

RungeＧKutta格式[８]:

u１ ＝un ＋Δt􀅰L(un)

u２ ＝ ３
４un ＋１

４u１＋１
４Δt􀅰L(u１)

un＋１ ＝ １
３un ＋２

３u２＋２
３Δt􀅰L(u２)

(７)

式中L(u)＝∂u/∂t,Δt为时间步长,u为基函数系

数.该DG全离散格式称为RKDG方法.

２􀆰２　问题单元指示器

本文采用 Wei等[８]提出的Jump指示器来识

别问题单元:

[U|∂K]＝ ∑
Nd

j＝１
|Uint

j －Uext
j | (８)

式中U 为一所需标量,可以取熵、密度、压强等,本
文选用的是密度,Uint

j 和Uext
j 为单元边界处内外单

元高斯点处的U 值,Nd 为单元边界面高斯点的总

数,单元K 的Jump指示器为

ηi ＝
[U|∂K]
NdhαCβ

(９)

式中h为K 的外接圆半径.如果ηi＞ １,则单元

K 鉴定为问题单元,Cβ 为一常数,在一般情况下,

设置Cβ＝１是足够有效的,α＝１.

２􀆰３　限制器

本文主要用到两种限制器,即 TVB 型限制

器[５]和 HYD型限制器[８].下面将针对标量介绍

其具体实现过程,对于方程组则需将变量投影到特

征空间后进行限制,具体可参见文献[５].
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２􀆰３􀆰１　TVB型限制器

为了方便叙述,考虑第(i,j)个单元记为Ii,j,
为了衡量数值解u是否出现震荡,计算出如下四个

值:(ui＋１/２,j －ui,j,ui,j －ui－１/２,j,ui,j＋１/２ －ui,j,

ui,j－ui,j－１/２),其中ui＋１/２,j为u 在单元Ii,j右边的

左侧极限在边上的积分平均值,其他三个符号类

推,ui,j 为 u 的 单 元 平 均 值,进 行 如 下 修 正:
(ui＋１/２,j－ui,j)new ＝m(ui＋１/２,j－ui,j,ui＋１,j－ui,j,

ui,j－ui－１,j),其余变量做类似修正.其中m 为修

正的 minmod函数[５]

m(a１,a２,􀆺,al)＝
a１　(|a１|≤Mh２)

m(a１,a２,􀆺,al)　(其他){
(１０)

式中 M 为常数,h为对应方向的网格尺寸.对于

P２ 空间,若限制器发生作用,则令交叉项系数为

０.当高于P２ 时,本文使用 Hoteit等[６]提出的基

于最小二乘法实现任意阶精度的 TVB型限制器.

２．３．２　HYD型限制器

首先应用Jump指示器识别问题单元,在任意

问题单元Δi 上,Pk 的 DG 数值解Pk
DG 由低阶限制

器限制为一个线性的低阶解P１
lim,为了减少这个低

阶限制器引入的数值耗散,将这两个解在Δi 上做

如下混合

Phyd ＝ωiPk
DG ＋(１－ωi)P１

lim (１１)
式中ωi＝ω(ηi

)是高阶多项式的非线性权值,ηi
为

上文提到的Jump指示器,ω(ηi
)计算方法为

ω(ηi
)＝

max
i

ηi －ηi

max
i
ηi－１

(１＜ηi ＜ ∞)

１ (０≤ηi ≤１)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１２)

可以看到其构造非常简单,下文的结果会展示其良

好的性能.

２􀆰４　自适应方法

２􀆰４􀆰１　AMR指示器

在存在激波的问题中,本文使用Person等[１５]

提出的一种基于级数展开的激波探测器和上文提到

的Jump指示器来识别需要细化或者粗化的单元.
在没有激波的算例中本文更关注流场中涡流

的分布情况.

τci ＝|Ñ×V|d１􀆰５
i

σc ＝
∑
Nc

i＝１
τ２

ci

Nc

(１３)

式中V 为速度矢量,di＝K１/２
i ,Ki 为第i个单元的

面积,Nc 为总的单元数.若τci＞１􀆰２σc,则该网格

标记为需要细化的网格,若τci＜ ０􀆰３σc,则该网格

标记为需要粗化的网格.

２．４．２　新网格自由度

为了更好描述 AMR过程,定义深度,初始网

格深度为０,网格细化时会由父单元剖分成四个新

的子单元,深度加１,粗化时则由四个子单元合并

为一个新的父单元,深度减１,如图１所示.网格

自适应后需要计算新单元内的自由度以支持后续

的计算,为了保持近似精度和局部守恒性,采用L２
投影方法得到了新生成的网格的自由度[１６]:

∫K∗ u∗
h |K∗ϕK∗

dxdy＝∫K∗ uhϕK∗
dxdy (１４)

式中 K∗ 为新的单元,ϕ为单元内的基函数.对于

自适应后出现不对等边的情况,只需将式(７)中线

积分项分段积分即可,其余无需改变.

图１　网格细化(左)和粗化(右)
Fig．１　Refinement(left)andcoarsening(right)inthemesh

３　数值结果

采用数值模拟来验证本文提出的自适应笛卡

尔网格RKDG方法的准确性和有效性.在所有的

数值算例中,除了特别说明,均采用P２ 空间.

３􀆰１　 二维黎曼问题

二维黎曼问题包含了强激波、弱激波和接触不

连续之间的相互作用[１７,１８],这可能包含了流动结

构的各种解,包含了很多微小流场结构,常用于验

证数值耗散和精度,其初始条件为(ρ,u,v,p):
(１􀆰５,０,０,１􀆰５)　(x＞０􀆰８,y＞０􀆰８)
(０􀆰５３２３,１􀆰２０６,０,０􀆰３)　(x＜０􀆰８,y＞０􀆰８)
(０􀆰１３８,１􀆰２０６,１􀆰２０６,０􀆰０２９)　(x＜０􀆰８,y＜０􀆰８)
(０􀆰５３２３,０,１􀆰２０６,０􀆰３)　(x＞０􀆰８,y＜０􀆰８)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１５)
计算域为[０,１]×[０,１],所有边界均采用出流

边界,计算时间为t＝０􀆰８,采用４００×４００的均匀网

格进行数值模拟.图２给出了t＝０􀆰８时采用四阶

精度(P３),不同限制器计算得到的密度云图,与文

献[１７,１８]的结果进行比较,结果十分吻合.可以

看到 HYD 型限制器耗散明显小于 TVB型限制

器,有更多流场细节受到捕捉.
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图２　黎曼问题密度云图

Fig．２　DensitycontoursforRiemannproblem

３􀆰２　斜激波反射

考虑激波反射问题[１９],其初始条件为(ρ,u,v,

p)＝(１􀆰０,２􀆰９,０,０􀆰７１４２９).计算域为[０,４]×
[０,１],下边界和右边界分别为壁面和出流边界,左
边界和上边界为狄利克雷边界,其值为

(ρ,u,v,p)＝

(１,２􀆰９,０,０􀆰７１４２９)|(０,y)

(１􀆰６９９９７,２􀆰６１９３４,－０􀆰５０６３２,

１􀆰５２８１９)|(x,１)

ì

î

í

ïï

ïï

(１６)
初始网格为 １２０×３０ 的均匀网格,并且最大允

许 加密深度为２,结果如图３所示,与宛一飞[１９]的

图３　斜激波反射密度等值线和网格分布

Fig．３　Densitycontoursandmeshdistributionfortheoblique
shockreflectionproblem

结果相比本文的激波轮廓更锐利,图４的密度分布

也说明了这一点,从网格分布可以看出激波得到准

确捕捉.最终网格数为６０２７,远小于全局加密两

次的５７６００.

图４　沿y＝０􀆰５－Δy/２的密度分布

Fig．４　Densitydistributionalongy＝０􀆰５－Δy/２

３􀆰３　 双马赫反射

双马赫反射是二维Euler的一个经典算例[５],

初始条件(ρ,u,v,p)为

(１􀆰４,０,０,１)　(x＞ １
６＋y

３
)

８,８􀆰２５cos π
６

æ

è
ç

ö

ø
÷,－８􀆰２５sin π

６
æ

è
ç

ö

ø
÷,１１６􀆰５æ

è
ç

ö

ø
÷ 　(其他)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１７)

计算域为[０,４]×[０,１],左边界为入流边界,
右边界为出流边界.对于下边界,对从x＝０到x＝
１/６的部分施加精确的后激波条件,其余部分为壁

面边界.对于上边界,对从x＝０到x＝１/６＋(１＋

２０t)/３的部分施加后激波条件,其余部分采用前

激波条件,计算时间为t＝０􀆰２,初始网格为２４０×
６０的均匀网格,最大允许加密深度为２,结果如图

５所示.同 Cockburn等[５]４８０×１２０的结果对比,

结果十分吻合,网格在激波面处精准加密.最终网

格数为２０６４３,这远小于全局加密两次的２３０４００
和Cockburn等[５]的５７６００,极大提高了计算效率.

３􀆰４　开尔文Ｇ亥姆霍兹不稳定问题

开尔文Ｇ亥姆霍兹不稳定性问题是流体动力学

中最重要的不稳定性之一[２０],其初始条件为(ρ,u,

v,p)
(２,０􀆰５,w,２􀆰５)　(x＞０􀆰２５,y＞０􀆰７５)
(１,－０􀆰５,w,２􀆰５)　(其他){ (１８)

式中 w ＝０􀆰１sin(４πx)(exp(－ (y－０􀆰２５)２/

０􀆰００２５)＋exp(－(y－０􀆰７５)２/０􀆰００２５),γ＝７/５.

计算域为[０,１]×[０,１],所有边界均为周期边界,
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图５　双马赫反射问题密度等值线和网格分布

Fig．５　DensitycontoursandmeshdistributionfortheDouble
Machreflectionproblem

计算时间为t＝０􀆰８,初始网格为８０×８０的均匀网

格,最大允许加密深度为３,结果如图６所示.对

比文献[２０],本文结果十分吻合,从网格分布均匀

看出,本文准确捕捉到了密度梯度较大的位置.最

终网 格 数 为 ２４５３５,远 小 于 全 局 加 密 两 次 的

４０９６００,并且也远小于文献[２０]的２５００００,极大提

高了计算效率.

图６　开尔文Ｇ亥姆霍兹不稳定性问题密度云图和网格分布

Fig．６　Densitycontoursandmeshdistributionforthe
KelvinＧHelmholtzinstabilityproblem

３􀆰５　 泰勒格林涡

上述 验 证 的 都 是 Euler方 程,下 面 将 验 证

NavierＧStokes方程,首先考虑二维等熵泰勒格林

涡[２１],其初始条件为(ρ,u,v,p)＝(１,sinxcosy,

－cosxsiny,１/(γMa２)－sin２y＋cos２x),其中 Ma
为马赫数,取为０􀆰０５,雷诺数为１０即粘性系数ν＝
０􀆰１.计算域为[－π,π]×[－π,π],所有边界均为

周期边界,计算时间为t＝４,初始网格为５０×５０的

均匀网格,最大允许加密深度为１,结果如图７所

示.与文献[２１]对比,本文结果十分吻合,精确捕

捉到了涡流区域并进行了加密,并且相比文献[２１]

４００×４００的均匀网格,本文最终网格数仅为３８０８,
也远小于全局加密一次的１００００.

图７　泰勒格林涡涡量云图和网格分布

Fig．７　Vorticitycontours(andmeshdistributionfor
TaylorＧGreenvortex

４　结　论

本文基于 P４est库将新型限制器 HYD 型限

制器应用于 AMR 中,求解了二维 Euler方程和

NavierＧStokes方程.通过二维黎曼问题展示了

HYD型限制器的高分辨率,并通过斜激波反射、
双马赫反射、开尔文Ｇ亥姆霍兹不稳定问题、等熵泰

勒格林涡等经典算例验证了 HYD 型限制器在

AMR中的可行性和高效性,结果表明其能准确捕

捉激波和涡流并对该位置进行网格加密.
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DiscontinuousGalerkinmethodonadaptiveCartesiangridbasedonp４set
ZHOUXing∗

(CollegeofAerospace,NanjingUniversityofAeronauticsandAstronautics,Nanjing２１００１６,China)

Abstract:ThediscontinuousGalerkin(DG)methodhasbeenwidelyadoptedduetoitsexcellentproperties
suchashighaccuracyandeaseofparallelization．Theadaptivemeshrefinement(AMR)techniquehas
beenwidelyadoptedtoimprovecomputationalefficiencywithmuchlesscomputationalcostcompared
withuniformglobalrefinementtothesamelevelwithAMR．ThispapercombinestheadvantagesofDG
andAMR,andanewhybridlimiterisappliedtotheDG methodonadaptiveCartesiangridbasedon
p４est,anopenＧsourcelibrary．Thelimiterexhibitsadvantagesofhighprecision,compactness,robustness,
andeaseofimplementation．Theshockwaveiscapturedwithashockindictorandtheperformanceofthe
newhybridlimiteriscomparedwiththatofthetotalvariationalbounded(TVB)limiterinthispaper．The
resultshowsthattheperformanceoftheformerissignificantlybetterthanthatofthelatter．Aseriesof
numericalexamplesforEulerequationsandNavierＧStokesequationsareusedtoverifythefeasibilityand
efficiencyoftheproposedmethod．Theresultsshowthatthenewhybridlimiterperformsverywellin
theAMRDG method,ithaslowerdissipationandgreatshockcaptureability,andthecomputational
efficiencyisgreatlyimprovedwhiletheaccuracyisguaranteed．

Keywords:DG;adaptiveCartesiangrid;newhybridlimiter;shockcapturing
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