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摘　要:针对单张 NURBS曲面提出了一套考虑裁剪与非裁剪形式的 Bézier三角形网格划分方法,并将其应用于

等几何 KirchhoffＧLove壳结构的分析中.首先,将 NURBS曲面插值为Bézier曲面;其次,在参数域内计算裁剪曲

线与各个参数节点的拓扑关系,并在裁剪曲线上取点,生成参数域内的 Bézier轮廓曲线集合;基于该轮廓曲线集

合,生成参数域上的三角形网格;最后,采用映射法生成物理域上的 Bézier三角网格.通过三个模型验证了算法

的适应性与鲁棒性,并计算了网格质量,结果表明整体网格质量良好;在此基础上,以ScordelisＧLo′sRoof壳模型

为例,采用罚函数法施加 KirchhoffＧLove壳单元间的转动约束,验证了基于 Bézier三角形的 KirchhoffＧLove壳单

元的精度.
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１　引 言

Hughes等[１]基于等参单元的概念提出了等

几何分析(IGA)方法,IGA不仅采用非均匀有理B
样条(NURBS)描述几何模型,还以 NURBS函数

插值位移场[２],因此IGA消除了几何离散误差,并
且IGA还具有高阶连续、几何精确等特性,使得其

非常适于曲面等薄壁结构的分析.NURBS由于

具有张量积的性质,因此只能描述较为简单的形

状.但 工 程 结 构 常 较 为 复 杂,难 以 采 用 单 张

NURBS张量积曲面进行描述,进而需要采用裁

剪、布尔、拼接等操作方式才能构建所需曲面构型.
针对裁剪曲面,采用四边形单元分析时,需要对裁

剪单元进行额外处理;Kim 等[３]提出了一种处理

二维剪裁曲面的 NURBS增强单元,在积分时,根
据裁剪单元的形状对其进行分类,并连接对应的节

点以及裁剪交点,从而在曲面参数域中构建裁剪单

元的三角网格.采用三角形单元进行离散比四边

形单元更加灵活,因此国内外许多学者对其进行了

研究.Farin[４]首先在计算机辅助设计(CAGD)中

提出伯恩斯坦 Bézier三角形的概念,给出了两个

三角面片连续的约束条件,但是该公式并不能保证

适用于任意阶次的三角形单元.Lasser[５]提出了

从一个Bézier四边形面片(母片)中提取出任意三

角形面片(子片)的方法,通过构造辅助控制点,可
以将在Bézier张量积曲面参数域内的子三角形映

射到物理域,通过调整参数域中子片以及母片的阶

数,能够生成任意阶数的Bézier三角曲面.
曲壳是工程中常见的结构形式,在对曲壳进行

力学分析时,常采用 KirchhoffＧLove壳单元,由于

不考虑横向剪切,KirchhoffＧLove壳单元能够以较

少自由度模拟曲壳的位移场,节省计算时间.基于

NURBS函数的高阶连续特点,Kiendl等[６]首先发

展了NURBS基的KirchhoffＧLove壳单元,采用将

单元交界面上的自由度直接耦合在一起的方式,满
足了 KirchhoffＧLove壳单元在单元交界面所需的

C１ 连续性约束条件.Schuβ等[７]基于拉格朗日乘

子以及修改基函数的方式,提出了一种针对多片

KirchhoffＧLove壳单元的耦合方法.Guo等[８]采

用具有变分一致特性的 Nitsche方法实现了薄壳



结构的本质边界条件施加,提升了薄壳结构分析的

精度.Herrema 等[９] 采 用 罚 函 数 法 施 加 多 片

NURBS的界面约束,误差在工程允许范围内.

Zareh等[１０]在已有Bézier三角网格的基础上,通过

CloughＧTocher和 PowellＧSabin方法进一步将大

网格划分为若干小网格以满足连续性要求.此外,
等几何分析还应用到边界元求解[１１]等问题中.

本文针对单张 NURBS曲面的三角网格划分

进行 研 究,提 出 了 一 套 考 虑 裁 剪 与 非 裁 剪 的

NURBS曲面Bézier三角网格自动划分方法;进一

步将划分的 Bézier三角形应用到薄壳计算中,研
究了基于 KirchhoffＧLove薄壳理论的等几何分析

方法.

２　理论及方法

２􀆰１　B样条和NURBS曲线曲面

B样条基函数以递归形式定义在一个单调不

减的节点向量U＝{u１,􀆺,un＋p＋１}上,对于每个节

点值,总有ui≤ui＋１ (i＝１,􀆺,n＋p),n是控制点

数量,p是曲线的阶数.

Ni,０(u)＝
１ (ui ≤u＜ui＋１)

０ (其他){ (１)

Ni,p(u)＝ u－ui

ui＋p －ui
Ni,p－１(u)＋

ui＋p＋１－u
ui＋p＋１－ui＋１

Ni＋１,p－１(u)

(２)

一条 NURBS曲线可定义为

C(u)＝∑
n

i＝１
Ri,pPi＝∑

n

i＝１

Ni,pwi

∑
n

j＝１
Nj,pwj

Pi (３)

Pi 是曲线的第i个控制点,wi 是权重.采用张量

积形式可以定义一张 NURBS曲面为

S(u,v)＝∑
m

i＝０
∑
n

j＝０
Rij(u,v)Pij (４)

Rij(u,v)＝ Ni,p(u)Nj,q(v)ωij

∑
m

k＝０
∑
n

l＝０
Nk,p(u)Nl,q(v)ωkl

(５)

{Pij}形成两个方向的控制点网络,{ωij}是权因

子,{Rij}是非均匀有理 B 样条函数,p 和q 是

NURBS曲面在两个参数方向的阶数[１２].

２􀆰２　Bézier三角形

两变量的伯恩斯坦基定义为

Bi,d(ζ)＝ d!
i!j!ζ

i(１－ζ)j　(|i|＝i＋j＝d) (６)

采用面积坐标,其可定义为

Bi,d ＝ d!
i!j!k!ζ

i
１ζj

２ζk
３　(|i|＝i＋j＋k) (７)

在此基础上,Bézier三角形可定义为

T(ζ１,ζ２,ζ３)＝∑
|i|

Bi,dPi (８)

T(ζ１,ζ２,ζ３)是 Bézier三角形上的一点,ζ１、ζ２、ζ３

是参数三角形上的面积坐标[２],其中i＝(i,j,k),

i、j、k是对应控制点的下标,Pi 是对应的控制点.

２􀆰３　映射算法

选择文献[５]的映射公式将 Bézier四边形面

片映射为若干张Bézier三角形面片,相关公式为

S(ζ１,ζ２,ζ３)＝∑
|I|

SIBN(l＋m)
I (ζ１,ζ２,ζ３) (９)

SI＝ ∑
Iμ＋Iν＝I

Cl＋m
I (N,I)Rl,m

０,０(μ
l
Iμ,νm

Iν) (１０)

S(ζ１,ζ２,ζ３)是曲面三角形面片上的控制点,计算

S(ζ１,ζ２,ζ３)首先需要在Bézier四边形面片的参数

域内选取一个参数三角形,记参数三角形的阶数为

N ,则最终映射得到的物理三角形的阶数为 N ×
(l＋m),其中l与m 分别是Bézier四边形面片两

个方向的阶次.本文参数三角形的阶数只考虑

N＝１的情况,Cl＋m
I 是辅助控制点的插值系数,

Rl＋m
０,０ 是辅助构造控制点,其由开花算法计算得到,

μ
l
Iμ ,νm

Iν 是中间迭代系数.

２􀆰４　Bézier曲面三角形壳单元的应用

２􀆰４􀆰１　等几何离散

采用划分的Bézier三角网格对 KＧL壳进行离

散,KＧL壳[１３]需要计算二阶微分,因此在单元界面

上要保持一阶连续,而 Bézier三角形在单元界面

上为C０ 连续,因此本文基于罚函数方法施加三角

形界面上的转动约束.由等几何的概念可知,采用

伯恩斯坦ＧBézier基进行单元离散后,域上一点处

的位移,可以由单元的控制点位移插值得到,其定

义如下,其中,u是壳中面层上一点的位移,Ui 是

控制点位移.

u(ξ,η)＝∑
i
Bp

iUi (１１)

在小变形线性假设下,单元的刚度矩阵为

Ke＝∫Ωe
(∂Ν
∂U|i|

:∂ε
∂U|j|

＋ ∂Μ
∂U|i|

:∂κ
∂U|j|

)dΩe (１２)

耦合刚度矩阵为

Kp ＝∫Γ
f∂{φT}

∂U|i|
􀅰∂{φT}
∂U|j|

dΓ (１３)

其中f是罚因子,Γ是对应的单元交界面.{φT}是

界面上两个单元沿切线方向转角的差值.

３　曲面三角形网格划分流程

经典 NURBS曲面三角形网格划分方法在处

理裁剪区域的思路为在参数域中的裁剪曲线上进
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行取点,然后将所取的点向参数域四条边界映射,
连接对应的映射点,形成若干矩形单元格,随后对

矩形单元格一分为二,得到参数域三角形,最终经

过映射得到物理域三角形[２],该思路简单,容易实

现,但是对曲面进行三角形网格剖分时容易生成畸

形网格.
本文提到的 NURBS曲面三角形网格划分算

法思路为先形成参数域中的贝塞尔曲线集,再结合

二维网格划分算法进行参数域网格划分,因为参数

域网格为自动生成,因此保证了模型的网格质量.
本文算法共分为六个步骤.

(１)在犀牛软件中进行模型创建,保存模型为

３dm格式并由程序读取该模型.
(２)对曲面在两个参数方向进行节点插值,将

NURBS面片转换为Bézier面片;假设 NURBS面

片在两个方向的节点长度为a×b(不考虑重复度,
后续提到的节点重复度均不考虑重复度),则经过

节点插入转换后可以得到 (a－１)× (b－１)张

Bézier面片.
(３)对参数域的所有节点进行遍历,判断节点

是否在裁剪曲线内,并进行分类,生成 (a－１)×
(b－１)个初始节点单元(每个初始节点单元包含

四个节点,其存储在数组A１ 中),与之对应物理域

上 (a－１)×(b－１)张Bézier面片.

(４)对所有初始节点单元遍历,每个节点单元

的四条边分别与裁剪曲线求交;若有交点,则将交

点保存到一个４×ni 的二维数组A２ 中,ni 是对应

第i边上的裁剪交点个数;再将A２ 中所有交点在

各条边上按逆时针的拓扑结构进行排序;图１是数

组A２ 中的交点位置变化情况.

　　(５)对于每一条边,将数组A１ 与A２ 中的点按

照对应的拓扑关系(该点是否在模型的参数域内)
轮流填入到一个１m 的数组 A３ ,其中,m 为数组

A１ 中在单元上的点数量与数组A２ 中点的数量之

和.在对应裁剪曲线上取点,并按逆时针连接节点

单元所有的点,使其成为一条闭合的一次 Bézier
曲线.对所有节点单元遍历,得到 (a－１)×(b－
１)条一次 Bézier轮廓曲线.将这些曲线输出为

．spline格式文件,并基于该轮廓,通过二维网格划

分程序XMESH[１４]生成二维三角网格,最后返回

模型参数域内的网格信息.
(６)采用式(９)将每一个二维网格映射到物理

域中.若网格不满足要求,对模型进行升阶或节点

插入,然后跳转到第(２)步,若满足要求,则网格划

分结束.图２为裁剪单元边界处理流程.

图１　数组中裁剪点排序前后存储位置的变化

Fig．１　Sortingoftheintersectionpointsbetween
trimmingcurvesandknotlinesinarrayA２

图２　裁剪单元边界处理

Fig．２　Treatmentoftrimmedelementboundary

４　网格划分算例

将模型的形状质量系数作为衡量网格质量的

一项指标;对单个三角形,其形状质量系数为

φ＝４３ SΔ

(L２
１＋L２

２＋L２
３)

(１４)

其中φ的取值在(０,１)之间,SΔ 表示该三角形的面

积,L１、L２、L３ 分别是三角形对应三边的长度;当φ
值越大,网格越趋近于等边三角形,表明网格形状

质量越好.对于整体模型,可将所有网格的形状质

量系数的平均值以及标准差作为评价指标,具体可

表示为

　　　G
－
＝１

M∑
M

i＝１
φi (１５)

δG ＝

１
M∑

M

i＝１

(φi－G
－)２

M－１
(１６)

其中G
－
是网格的整体质量系数,δG 是整体质量系

数的标准差,反映整个网格质量的差异性;M 是模

型的网格总数.

４􀆰１　开孔半圆柱模型

开孔壳模型在U 和V 方向的基函数阶数分别

为２阶和１阶,节点向量长度均为５;其NURBS几

何描述如图３所示.划分的三角形单元如图４所

示.由图４可知,在裁剪区域附近,网格较密,在模
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型非裁剪边界附近,网格较粗.网格质量系数为

０􀆰９１３７,标准差为０􀆰０６７３.

图３　开孔半圆柱壳的 NURBS表示

Fig．３　NURBSrepresentationofahalfcylindricalshell
withonehole

图４　开孔半圆柱壳的物理域三角网格

Fig．４　Ahalfcylindricalshellwithaholeproblem:The
triangularmeshinthephysicalspace

４􀆰２　多孔半圆柱壳模型

多孔半圆柱壳模型包含五条 NURBS裁剪曲

线,在U 方向的阶数为２阶,节点向量长度为５,V
方向为１阶,节点向量长度为７.利用本文算法可

得最终网格划分模型(如图５所示).该模型形状

质量系数为０􀆰９１７５,大于０􀆰９,标准差为０􀆰０７２３,

低于０􀆰１,有较高的网格质量.

图５　多孔半圆柱壳的物理域三角网格

Fig．５　Triangularmeshinthephysicalspaceofcylindrical
shellwithmultipleholes

４􀆰３　锥形曲壳

本算例研究一锥形曲壳的网格划分问题.图

６为采用本文算法得到的物理域网格,图７为对照

网格[１６].通过对比发现,本文模型所得网格规整

性略好,且网格数量略少,数量为文献[１６]的２/３.

图６　锥形壳的物理域三角网格

Fig．６　Triangularmeshofthefrustumsurface

图７　锥形曲面的参考网格[１６]

Fig．７　TriangularmeshoftheFrustumsurface:Areference[１６]

５　ScordelisＧLo’sRoof壳结构分析

将上述三角形网格算法应用于壳结构的分析,
采用算例为 ScordelisＧLo’sRoof壳,其几何描述

如图８ 所 示,该 壳 结 构 长 度 为 ５０ mm,半 径 为

２５mm,圆 弧 张 开 角 度 为 ８０°,杨 氏 模 量 E ＝
４３２e＋８MPa,泊松比ν＝０,该壳结构受Z方向的

均布力,大小为p＝－９０N/mm２,位移边界条件为

曲边简支.本算例罚因子取为 １􀆰０e＋８.图９是

p＝５时的结构Z向位移云图;图１０为本文算法计

算得到的 Roof壳的弯曲力 M１２,图１１为 ABAUＧ
QS计算得到的 Roof壳的弯曲力 M１２,可以看出,
二者在分布形式上基本一致.图１２为当单元阶次

p从３升高为５时(单元数为３３７),该壳结构的Z
向最大位移的收敛曲线,可知该收敛曲线波动不

大,最终结果收敛于－０􀆰３０２mm,与其他文献和

ABAUQS的对比结果列入表２;由表２可以看出,

图８　ScordelisＧLo’sRoof壳的物理三角网格

Fig．８　TriangularmeshoftheScordelisＧLo’sRoof
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图９　ScordelisＧLo’sRoof壳在Z方向的位移云图(俯视图)
Fig．９　ContourplotsofthezＧdirectiondisplacementof

theScordelisＧLo’sRoof(topview)

图１０　ScordelisＧLo’sRoof壳的弯曲力 M１２(本文)
Fig．１０　BendingforceM１２ofScordelisＧLo’sRoofshell(thisPaper)

图１１　ScordelisＧLo’sRoof壳的弯曲力 M１２(ABAQUS)
Fig．１１　BendingforceM１２ofScordelisＧLo’sRoofshell(ABAQUS)

本文结果与参考文献中的结果相近,与 ABAQUS
有所差别.其原因为 ABAQU 目前采用的方法仍

是经典有限元法,本文以及其余两篇文献均采用了

IGA方法,其消除了几何离散误差.
图１３为ScordelisＧLo’sRoof壳Z 方向的位

移随单元数增加的收敛曲线,可知基于本文的

Bezier三角形单元计算结果收敛更快,其最终收敛

到－０􀆰３０３mm.通过本算例可知本文网格划分算

法以及等几何壳单元的有效性及精确性.

表２　Roof壳结果对比

Tab．２　Comparisonofcalculationresultsof
RoofshellinZＧdirectionmaximumdisplacement

参数
本文

结果

文献[８]
(Nitsche法)

文献[１０]
(光顺rTBS法)

ABA
QUS

Wmax/
mm

－０􀆰３０２ －０􀆰３０１ －０􀆰３０８ －０􀆰３８６

图１２　ScordelisＧLo’sRoof壳Z方向的最大位移随单元

次数变化的收敛曲线

Fig．１２　ConvergencecurveofthemaximumzＧdirectiondisplacement
oftheScordelisＧLo’sRoofwithrespecttotheorderofthebasis

图１３　ScordelisＧLo’sRoof壳Z方向的位移收敛曲线

Fig．１３　DisplacementconvergencecurveintheZdirectionof
ScordelisＧLo’sRoofshell

６　结　论

本文针对单张 NURBS曲面,通过将 NURBS
曲面以节点插值的方式转化为 Bézier面片,并将

曲面的裁剪问题转化为与Bézier面片对应的二维

张量积参数域四条边的相交问题,从而简化了曲线

裁剪的复杂性,同时结合成熟网格划分算法保证了

网格划分结果的质量.通过三个算例展示了本文

提出的网格算法的通用性.采用罚函数法将三角

单元间的转角进行耦合,解决了单元间转角不连续

的问题,耦合方式简单且能满足精度要求,通过计

算ScordelisＧLo’sRoof模型验证了本文壳单元算

法的正确性.
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本文还存在一些不足之处,如在网格划分过程

中,为了保证相邻 Bézier面片划分出的三角网格

在相邻边界处具有相同的控制点分布,本文将所有

Bézier面片(剪裁与非裁剪面片)的轮廓作为输入

条件进行二维网格划分,导致二维网格划分过程中

约束边界过多,从而造成一定的网格划分困难.
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Internalforcesdemandcalculationofboundarycolumnsof
bucklingＧrestrainedsteelplateshearwallwithmultiＧconcretepanels

HANQihao１,　LIJunru１,　WANGDayang∗２,　ZHAOYufei１

(１．SchoolofCivilandSurveying& MappingEngineering,JiangxiUniversityofScienceandTechnology,
Ganzhou３４１０００,China;２．SchoolofCivilEngineering,GuangzhouUniversity,Guangzhou５１０００６,China)

Abstract:SmallcrossＧsectionsofboundaryelementseasilyinducethe“internaltension”phenomenonof
steelplateshearwalls,makingitdifficulttofullyutilizetheseismicperformanceofbucklingＧrestrained
steelplateshearwalls．ThedesignofcrossＧsectionsofboundaryelementsisrelatedtotheirinternalforce
requirements,andanalyzingtheinternalforcerequirementsofboundarycolumnsismeaningful．Basedon
theproposedbucklingＧrestrainedsteelplateshearwallwith multiＧconcretepanels(MBRSPSW),the
analyticalexpressionsfortheinternalforceoftheboundarycolumnoftheMBRSPSW weretheoretically
derivedinthispaper．CombinedwiththeexperimentalresearchonthebucklingＧrestrainedsteelplate
shear wallhorizontallyassembled multiＧconcretepanels(HＧMBRSPSW),itsnumerical model was
establishedandverified．Theinternalforcedistributionsoftheboundarycolumnobtainedfromnumerical
analysisandanalyticalcalculationwerefurthercompared．Theresearchresultsindicatethattheinner
steelplatesintheMBRSPSWaredividedintoconstrainedregionsandunconstrainedregions．Theaxial
force,shearforce,andbending momentdistributionsoftheboundarycolumnfrom theanalytical
calculationresultsagreewiththosefromthenumericalanalysisresults,andtheinternalforcecalculation
expressionsoftheboundarycolumnarecorrect．Theresearchresultscanprovideareferenceforthe
designofthiscategoryofsteelplateshearwalls．

Keywords:bucklingＧrestrainedsteelplateshearwall;multiＧconcretepanels;boundarycolumns;internal
forcesdemand;analyticalcalculation
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Béziertriangularsurfacemeshgenerationand
isogeometricplateandshellanalysis

LUOFei１,２,　GUOYujie∗２,　SUNFangbin２,　ZHANGXing１

(１．KeyLaboratoryofStrengthandStructuralIntegrity,ChinaAircraftStrengthResearchInstitute,Xi’an７１００６５,China;
２．NationalDefenseKeyDisciplineLaboratoryofAdvancedDesignTechnologyofAircraft,

NanjingUniversityofAeronauticsandAstronautics,Nanjing２１００１６,China)

Abstract:ThispaperpresentsaBeziertrianglemeshingmethodthatconsidersbothclippedandnonＧ
clippedformsforasingleNURBSsurface．Theproposed methodisappliedtoanalyzeisogeometric
KirchhoffＧLoveshellstructures．Theprocessbeginsbyinterpolating NURBSsurfacesinto Bezier
surfaces．Subsequently,thetopologicalrelationshipbetweentheclippingcurveandeachparameternode
iscalculatedwithintheparameterdomain．ABeziercontourcurvesetisthengeneratedintheparameter
domainbyselectingpointsalongtheclippingcurve．Utilizingthiscontourcurveset,atriangularmeshis
generatedintheparameterdomain．Finally,theBeziertrianglemeshinthephysicaldomainiscreated
throughamappingmethod．Theadaptabilityandrobustnessofthealgorithmareverifiedthroughthree
models,andthe meshqualityisassessed．Theresultsdemonstratefavorableoverallmeshquality．
Buildinguponthisfoundation,thepaperillustratestheapplicationofarotationconstraintbetween
KirchhoffＧLoveshellelements,usingthepenaltyfunctionmethodwithScordelisＧLo′sRoofshellmodel
asanexample．TheaccuracyofKirchhoffＧLoveshellelementsbasedonBeziertrianglesissubsequently
validated．

Keywords:isogeometricanalysis;Béziertriangularmesh;Béziersurfacemapping;Curvestrim;KirchhoffＧ
loveshell
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