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摘　要:针对弹性层状结构问题,本文提出一种界面刚度传递求解新方法.基于弹性层的 Love通解,引入状态向

量间刚度矩阵,得到弹性层界面刚度传递矩阵方程,即一种 Riccati矩阵方程,以及半无限弹性层解析的界面刚度

矩阵.界面刚度传递矩阵法通过分解传递矩阵将半无限底层界面刚度自下而上传递至顶层,再根据顶层表面边

界条件建立与求解边界面对称的刚度平衡方程.本文方法保留了经典传递矩阵方法的优点,自然克服了指数增

长计算问题,特别还为最优控制问题的 Riccati方程提供了一种新解法.数值算例验证了界面刚度传递法.
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１　引 言

弹性层状模型可以合理模拟自然分层沉积的

土、分层修建的人工建筑物等,在地震学、物探、岩
土等领域获得非常广泛的应用,探索精确高效的求

解方法一直是研究的重要内容[１Ｇ３].
目前,弹性层状体系求解方法主要有传递矩阵法

和整体刚度法两类.前者传递矩阵法有经典传递矩

阵法[４,５]、改进传递矩阵法[６],递推回代法[７]、反射/传

递矩阵法(RT)[８]、精细积分法(PIM)[９]、对偶变量Ｇ位

置法(DVP)[１０,１１]等.后者整体刚度法有解析刚度

法[１２Ｇ１４]、薄层法[１５]、谱元法(SEM)[１６,１７]、混合变量

法[１８]等.传递矩阵法计算过程简便,但初期传递矩阵

中含有正指数项,在数值计算过程中容易出现指数溢

出问题,导致计算失败.递推回代法计算效率高,避
免了病态矩阵的问题,但传递变量与边界条件相关

联,缺乏具体物理含义.随后的反射/传递法则完全

解决了数值计算问题,尤其快速RT方法[１９]、改进的

传递矩阵法[６]既稳定又高效.精细积分法合并相邻

层为等效层,实现层端物理量传递,架起了结构力学

与最优控制交叉模拟研究的桥梁[２０].而对偶变量Ｇ位

置法本质上为反射传递法[２１],但计算效率明显低于快

速RT法[１９].整体刚度法是一种有限元法,层是自然

的单元,薄层法将自然层再细分.层单元刚度矩阵可

解析或数值建立.由于整体刚度法仅含负指数项,计
算稳定,但静力问题高阶代数方程组或动力问题高阶

矩阵特征值需要求解,计算效率较低[１５].
本文基于Love位移函数,引入弹性界面位移应

力之间刚度矩阵,建立界面刚度传递方程即代数

Riccati矩阵方程,提出一种界面刚度传递解析新方

法,具有本质稳定性.数值算例验证了本文方法.

２　传递矩阵方程与Riccati方程

对于一个 N 层弹性体,圆柱坐标系如图１所

示,各层厚度为hi,弹性模量为Ei,泊松比为μi,

图１　弹性层及圆柱坐标系

Fig．１　Pavementstructureandcoordinatesystemsituation



１≤i≤N.层间为完全粘结,底层为半无限空间,
表面作用轴对称应力.

基于弹性轴对称Love位移函数,Hankel变换

域ξ中位移与应力通解为[７]
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式中f＝(１＋μ)/E ,μ为泊松比,E 为弹性模量.

传递矩阵法建立任意层(如第j层)上下界面

位移Ｇ应力状态向量传递方程
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式中E±
j ＝Λ±

j (ξhj),hj 为第j层的厚度,上标a表

示该层上表面,b表示该层下表面.
假设第j层与j＋１层界面刚度矩阵分别为Sj

和Sj＋１ ,利用层间连续条件,式(４)可改写为
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而层单元刚度矩阵为
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则式(５)本质上为一代数Riccati矩阵方程[２０]

Sj ＝－Q－ΦT(G－S－１
J＋１)－１Φ (７)

其中G＝K－１
２２ ,Q＝K１１－K１２K－１

２２K２１,Φ＝－K－１
２２K２１,

Φ T＝－K１２K－１
２２ .

３　界面刚度传递法

引入层辅助界面向量u－aj 、矩阵S
－
j ,则界面刚

度传递方程式(５)可分解为
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首先,计算式(８b)右侧

P１j

P２j

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

T１j T２j

T３j T４j

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１ I
Sj＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷ (９)

则式(８b)改写为
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消去ua
j＋１ ,得辅助界面刚度矩阵
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由于式(１１)不含正指数项E＋
j ,自然地克服了经典

传递矩阵法数值计算问题.
其次,将式(１１)代回式(８a),并消去辅助向量

u－aj ,得到第j层界面刚度矩阵
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特别地,对于半无限层有Φ＋
n ＝０,则式(１)位

移Ｇ应力状态向量简化为
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以及得到解析的界面对称刚度矩阵
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由此可见,从式(１４)界面刚度开始循环使用式

(９、１１、１２)可获得顶层界面刚度S１ .如已知第j＋
１层界面刚度矩阵Sj＋１ ,将Sj＋１ 代入式(９)可得P１j

和P２j ,继续代入式(１１)得到S
－
j ,再将S

－
j 代入式

(１２)即递推得到第j层的界面刚度矩阵Sj .

４　边界平衡方程及其解

假设弹性层表面作用轴对称垂直载荷

(τrz σz)T ＝(０ －q(r))T (０≤r＜ ∞) (１５)
对其进行 Hankel变换,得到应力边界条件

σa
１＝(０　－δq０

ξ
J１(ξδ))T (１６)

利用顶层界面刚度S１,建立边界应力平衡方程

S１ua
１＝σa

１ (１７)
求解获得顶层表面位移向量.
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４􀆰１　层界面位移应力

由式(８a)计算辅助变量
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其中,第一行方程为
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利用式(１０),第j层底界面位移、应力分别为
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４􀆰２　层内位移应力

已知任意层上下界面的位移应力,式(１８)第２
方程
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以及式(１)变换为
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４􀆰３　半无限层内位移应力

利用式(１、１３)得到半无限层任意位置位移与

应力
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最后,对上述变换的位移、应力进行逆 Hankel变

换得到原物理量.

５　算例分析与结果讨论

５􀆰１　算法验证

考虑六层弹性路面,各 层 弹 性 模 量 分 别 为

１００００ MPa、９０００ MPa、８０００ MPa、１００００ MPa、

７０００MPa、６０ MPa,泊 松 比 分 别 为 ０􀆰２５、０􀆰２５、

０􀆰２５、０􀆰２５、０􀆰２５、０􀆰３５,厚度分别为４cm、６cm、

８cm、３８cm、２０cm,以及半无限.荷载工况列入

表１.

表１　荷载工况

Tab．１　Loadcases

荷载
单位压力/

MPa
荷载半径/

cm
位置r/cm 位置z/cm

１ ０􀆰７０００ １０􀆰６５００ ０􀆰００００ ０􀆰００００

２ ０􀆰７０００ １０􀆰６５００ ３１􀆰９５００ ０􀆰００００

　　利用载荷工况,进行位移、应力叠加,表２与表

３分别为表面(深度z＝０cm)以及荷载中心下(径
向距离r＝０cm)的位移和应力值.与文献[２２]对
比可知,数据完全一致(存在微小计算精度差异).

５􀆰２　位移和应力分布规律

图２与图３分别为表１中仅在荷载１的作用

下位移和应力随深度、径向距离的变化结果.

表２　表面位移和应力

Tab．２　Surfacedisplacementsandstresses
径向距离

r/cm
剪应力

τrz/MPa
竖向应力

σr/MPa
轴向应力

σr/MPa
切向应力

σθ/MPa
横向位移

u/m
竖向位移

w/cm

１ ０．００ ０．００００ －０．７０００ －０．６３１３ －０．６７４６ －１􀆰９６４２eＧ４ ０．０１３７２

(０．００００) (－０．７０００) (－０．６３０８) (－０􀆰６７４１) 　——— (０􀆰０１４０１)

２ ５０􀆰００ ０􀆰００００ ０􀆰００００ －０􀆰００８３ －０􀆰１６６２ －４􀆰３８８７EＧ４ ０􀆰０１２４６

(０􀆰００００) (０􀆰００００) (－０􀆰００７８) (－０􀆰１６５７) 　——— (０􀆰０１２７６)

３ １００􀆰００ ０􀆰００００ ０􀆰００００ －０􀆰０４５３ －０􀆰０７８０ －５􀆰４７９０EＧ４ ０􀆰０１１７１

(０􀆰００００) (０􀆰００００) (－０􀆰０４５３) (－０􀆰０７８０) 　——— (０􀆰０１１７１)

４ ２００􀆰００ ０􀆰００００ ０􀆰００００ －０􀆰００９５ －０􀆰０３８２ －６􀆰５５０３EＧ４ ０􀆰００９８４

(０􀆰００００) (０􀆰００００) (－０􀆰００９５) (－０􀆰０３８２) 　——— (０􀆰００９８４)

５ ３００􀆰００ ０􀆰００００ ０􀆰００００ ０􀆰００３１ －０􀆰０２０６ －６􀆰０５２４EＧ４ ０􀆰００８０６

(０􀆰００００) (０􀆰００００) (０􀆰００３１) (－０􀆰０２０６) 　——— (０􀆰００８０６)

注:表中未添加()为计算结果,添加()为文献[２２]结果,———表示该分量结果缺失
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表３　荷载中心下不同深度位移和应力计算

Tab．３　Calculationofdisplacementsandstressesatdifferentdepthsunderloadcenters
深度

z/cm
剪应力

τrz/MPa
竖向应力

σr/MPa
轴向应力

σr/MPa
切向应力

σθ/MPa
横向位移

　u/m
竖向位移

　w/cm

１ ４􀆰００ －０􀆰００３１ －０􀆰６６５６ －０􀆰３０２８ －０􀆰３２０３ －１􀆰４９０９eＧ４ ０􀆰０１３５４

(－０􀆰００３１) (－０􀆰６６５６) (－０􀆰３０２４) (－０􀆰３１９９) ——— (０􀆰０１３８３)

２ １８􀆰００ －０􀆰０２４２ －０􀆰２６３４ －０􀆰０７００ －０􀆰０５５６ －３􀆰９７２８eＧ５ ０􀆰０１２９０

(－０􀆰０２４２) (－０􀆰２６３４) (－０􀆰０６９８) (－０􀆰０５５５) ——— (０􀆰０１２９２)

３ ３７􀆰００ －０􀆰０２４６ －０􀆰０８２１ ０􀆰００２７ ０􀆰０１４３ ３􀆰１８５６eＧ５ ０􀆰０１１７１

(－０􀆰０２４６) (－０􀆰０８２１) (０􀆰００２７) (０􀆰０１４３) ——— (０􀆰０１１７１)

４ ５６􀆰００ －０􀆰０１３０ －０􀆰０２２６ ０􀆰０６８３ ０􀆰０７５７ ９􀆰２６９７eＧ５ ０􀆰０１０７９

(－０􀆰０１３０) (－０􀆰０２２６) (０􀆰０６８０) (０􀆰０７５４) ——— (０􀆰０１０７９)

５ ７６􀆰００ －０􀆰０００２ －０􀆰００２４ ０􀆰０９９９ ０􀆰１０６６ １􀆰７６２０eＧ４ ０􀆰００９８４

(－０􀆰０００２) (－０􀆰００２４) (０􀆰０９９５) (０􀆰１０６２) ——— (０􀆰００９８４)

注:表中未添加()为计算结果,添加()为文献[２２]结果,———表示该分量结果缺失

　　图２竖向位移和竖向应力σz 表现出来的规律

为,竖向位移在荷载半径内部随深度增加逐渐减

小,且越靠近荷载中心,最大值越大;在荷载半径外

部由一非０值先增大至峰值,再逐渐减小至０,越
远离荷载中心,该峰值越小.而竖向应力σz 在荷

载半径内部由最大值逐渐减小至０,且越靠近荷载

中心最大值越大;在荷载半径外部由０先增大至峰

值,再逐渐减小至０.
轴向附加应力σr 和切向附加应力σθ 在层间变

化不连续,这是由不同层材料性质不同引起的.
此外,部分区域的土体受到了轴向拉应力和切

向拉应力,可能导致裂缝和结构破坏.

图２　位移和应力随深度的变化

Fig．２　Variationofdisplacementandstresswithdepth

　　由图３可见,浅层土中剪应力τrz在荷载边缘

处取到峰值,且竖向附加应力σz、轴向附加应力σr

和切向附加应力σθ 在荷载半径内部的值远大于荷

载半径外部的值.
由此可见,第一层和第二层路面的相互作用和

剪切性能尤为关键,需保证第一层路面铺设质量.

２２８ 计 算 力 学 学 报 　第４２卷　



图３　位移和应力随径向距离的变化

Fig．３　Variationofdisplacementandstresswithradialdistance

６　结　论

本文针对弹性层结构提出了一种界面刚度传

递解析新解法,在获得半无限层解析界面刚度后,
逐层传递至顶层就可求解层中任意位置的位移与

应力.新方法仅基于 Love位移函数解决轴对称

问题,也可推广采用其他位移函数或势函数求解非

轴对称、波动等问题.特别地,基于结构力学与最

优控制的模拟关系,新方法也是求解代数 Riccati
矩阵方程的可选方法.
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InterfacestiffnesstransfermethodforelasticmultiＧlayeredstructures

WANGChao,　LIUTianyun∗

(DepartmentofHydraulicEngineering,TsinghuaUniversity,Beijing１０００８４,China)

Abstract:Thispaperpresentsananalyticalmethod,namelyinterfacestiffnesstransfer method,for
evaluatingtheresponsesofmultilayeredelasticstructures．BasedontheLovefunctionandgeneral
solutions,thestiffnessmatrixrelationshipofthedisplacementＧstressstatevectorsisintroducedtoobtain
theinterfacestiffnesstransfermatrixequationbetweenadjacentlayers,whichsatisfiesanalgebraic
Riccatimatrixequation．WhentheelasticlayerisahalfＧspace,anexplicitsolutionisobtaineddirectlyfor
theinterfacestiffnessmatrix．Theinterfacestiffnesstransfermatrixmethodstartsfromthebottomlayer
withaknownstiffness,andthendealswithonelayeratatimeuntiltheuppermostlayerisreached,

obtainingtheinterfacestiffnessofthe multilayeredstructure．Finally,by solvingthesymmetric
equilibriumequationsoftheboundaryconditions,thedisplacementＧstressstatevectorofanarbitrary
layerisobtained．Thismethodkeepstheadvantagesoftheclassicaltransfermatrixmethod,butnaturally
excludesitsexponentialgrowthterms．Inparticular,theproposedmethodisapowerfulcandidatefor
efficientlysolvingthealgebraicRiccatiequationfortheoptimalcontrolproblems．Numericalexamples
showthepropertiesoftheinterfacestiffnesstransfermethod．

Keywords:elasticlayeredsystem;dualvariablestatevector;interfacestiffnesstransfermethod;boundary
equilibriumequations;Riccatimatrixequations
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