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摘　要:针对耦合Lemaitre各向异性损伤理论的Chaboche型粘塑性本构模型提出了一种简单的数值实现方法.

使用解耦的算法,在每个增量步开始时基于向前差分格式更新损伤张量,并在本构方程离散化的过程中将其视作

常量.基于应变等效假设,在有效偏应力空间中构建只含有偏张量的方程,将径向返回过程简化为求解一个关于

累积塑性应变增量的非线性标量方程.基于voigt表记法格式给出了数值实现方法及一致切线算子的推导过程.

在单轴和多轴应力状态下与实验数据和各向同性标量损伤模型模拟结果之间的对比验证了该方法的有效性与高

计算效率,不同时间步长下的数值结果也表明该方法具有较好的准确性和稳定性.
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１　引 言

自 Kachanov和Rabotnov引入损伤变量以描

述由于微裂纹和微孔洞引起的材料有效承载面积

减少以来[１],随着连续介质损伤力学的发展,逐渐

建立起了能够描述材料劣化过程的本构模型.损

伤变量通常作为内状态变量,基于应变或应变能等

效假设,以有效应力的形式耦合到本构模型中[２].
通过建立相应的损伤演化模型,损伤变量能够描述

材料在某一载荷历程内宏观力学性能变化和微观

组织结构演化的过程和规律.损伤变量的引入不

仅增强了本构模型描述材料复杂力学行为的能力,
而且还可对材料或结构的损伤状态进行评估[３,４].

在各向同性损伤状态的假设下,材料内部不均

匀的随机分布的微观缺陷从统计学的角度来看可

以认为是连续均匀分布的,损伤便可由标量的损伤

变量来衡量.然而在多轴应力状态下,金属表面萌

生的疲劳微裂纹总是垂直于最大主应力方向[５],而
蠕变损伤主要来源于垂直于最大主应力方向的晶

界上微孔洞的形核和生长[６].因此损伤可能表现

出各向异性的特征,并由张量型的损伤变量来描

述[７].材料损伤的方向特征有助于预测裂纹萌生

和扩展的方向,在工程应用中具有重要意义.富秋

实等[８]基于应力张量线性变换建立了适用于各向

异性砌体的耦合损伤本构模型.温玥等[９]基于

Hill各向异性屈服准则和Lemaitre各向异性损伤

模型对镁合金管材热态内压成形过程进行了有限

元模拟.焦延涛等[１０]建立了各向异性损伤本构模

型以描述混凝土在三维应力状态下的非线性力学

行为.
通过求解耦合损伤的本构方程,损伤可以和应

力应变等同时计算出来以进行损伤评估和寿命预

测,而无需进行额外的损伤分析,从而显著提高服

役安全性和结构完整性评价的流程和效率.因此

有必要将耦合损伤的本构模型在有限元程序中进

行数值实现以应用于大规模工程问题.然而本构

模型通常具有较强的非线性,损伤模型以及各种硬

化模型的引入会使数值实现变得更加困难.对于

包含背应力及其改进形式的 Chaboche型循环粘

塑性本构模型的数值实现方法,已有较多的研究成

果[１１Ｇ１３].Lemaitre等[２]给出了各向异性损伤模型

的全耦合数值实现方法,然而在非线性残差方程组



的迭代求解过程中其收敛性通常难以得到保证,且
会消耗大量的计算资源.

本文提出了一种相对简单的耦合Lemaitre各

向异性损伤模型的 Chaboche型粘塑性本构模型

的数值实现方法.在每个增量步中使用解耦的算

法来分别计算应力和损伤张量.首先在每个增量

步开始时基于向前差分格式更新损伤张量,接下来

便可将其考虑为常量并使用径向返回算法计算出

应力和其他内变量,而无需考虑损伤对其影响.基

于应变等效假设,在有效偏应力空间中构建公式,
使迭代方程中只含有偏张量,从而将径向返回过程

简化为求解一个关于累积塑性应变增量的标量方

程,提高了计算效率和迭代求解的稳定性.这也可

以很容易地推导出一致切线算子的解析表达式.
为适应有限元软件二次开发的需要,以voigt表记

法格式给出了数值实现方法及一致切线算子的推

导过程;并通过单轴和多轴应力状态下的数值算例

验证了该方法的准确性和稳定性以及高计算效率.

２　耦合损伤的粘塑性本构模型

在连续介质力学的框架内,具有最大适用性的

损伤变量是由四阶对称张量表示的.与弹性系数

张量类似,其包含２１个独立的分量.基于应变等

效性假设,有效应力张量可表示为

σ~ij ＝Mijklσkl ＝(I－D)－１
ijklσkl (１)

式中 Mijkl为损伤影响张量.一个相对简单的二阶

对称损伤张量Dij也可用于描述材料的各向异性损

伤[１４],与应力张量类似,其包含６个独立的分量.
为保证有效应力张量的对称性,采用应力张量对称

化的方法,将有效应力张量表示为

σ~ij ＝(Hikσ′klHlj)′＋ σhyd

１－ηDhyd
δij (２)

式中δij为 Kronecker符号,σhyd为静水应力,Dhyd为

静水损伤.Hij＝(δij－ Dij)－１/２为有效损伤张量,η
为静水敏感系数.损伤影响张量Mijkl可表示为

Mijkl ＝HikHjl －１
３

(H２
ijδkl ＋δijH２

kl)＋

１
９H２

ppδijδkl ＋ δijδkl

３(１－ηDhyd) (３)

它的逆可表示为

M－１
ijkl＝Η－１

ikΗ －１
jl －

(δij －Dij)(δkl －Dkl)
３(１－Dhyd) ＋

１
３

(１－ηDhyd)δijδkl (４)

Lemaitre各向异性损伤模型[１５]可以看作是对

各向同性损伤模型的一个简单拓展,即

D
􀅰
ij ＝(Y

－/S０)s０|ε􀅰in
ij| (５)

式中S０ 和s０ 为损伤模型的材料常数;符号|Aij|表

示对二阶张量Aij的主方向上的分量取绝对值.在

各向异性损伤状态下,控制损伤演化的主要内变量

为有效弹性能密度Y
－ ,其表示在恒定应力状态下

由损伤增长引起的材料内部能量密度的变化,并可

以写成关于有效应力的函数

Y
－
＝De

ijklεe
klεe

ij/２＝σ~ijεe
ij/２＝σ~２

eqR
~
v/２E (６)

R
~
v＝２(１＋ν)/３＋３(１－２ν)(σ~hyd/σ~eq)２ (７)

式中R
~
v 为有效应力三轴度,E 和V 分别为弹性模

量和泊松比,σeq为vonMises等效应力.根据损伤

张量的物理定义,当某一方向上的最大主分量

Dmax＝Dijmj 达到临界损伤值Dcrit时,可以认为细观

裂纹开始萌生,局部材料已经发生损坏.由于裂纹

扩展阶段在疲劳寿命中的占比较小,服役寿命将要

结束.向量mj给出了裂纹所在平面的方向.
在Chaboche统一粘塑性本构理论中[１６],在小

变形的条件下将总应变率张量ε􀅰ij分解为弹性应变

率张量ε􀅰e
ij与非弹性(粘塑性)应变率张量ε􀅰inij之和:

ε􀅰
ij ＝ε􀅰e

ij ＋ε􀅰in
ij (８)

考虑损伤的各向同性线弹性材料的有效应力

和弹性应变之间的关系可以由广义胡克定律来

描述:

σ
􀅰~
ij ＝De

ijklε􀅰e
kl ＝De

ijkl(ε􀅰
kl －ε􀅰in

kl) (９)
式中De

ijkl为各向同性弹性系数矩阵.考虑损伤的

vonMises屈服函数可表示为

f＝(σ~ij －Xij)eq －R－k０ ＝

３
２‖s~ij －Xij‖－R－k０ (１０)

式中sij为偏应力张量,k０ 为初始屈服强度,表示屈

服面的初始尺寸.运动硬化内变量 Xij和各向同

性硬化内变量R 分别用于描述屈服面的位置和大

小.非弹性应变率由关联的粘塑性流动法则给出:

ε􀅰in
ij ＝ ３

２
s~ij －Xij

‖s~ij －Xij‖p
􀅰
＝ ３

２nijp
􀅰

r􀅰＝ ‖sij －Xij‖
‖s~ij －Xij‖p

􀅰 (１１)

式中nij为屈服函数相对于应力的梯度,表示非弹

性应变的流动方向.p
􀅰
为累积塑性应变率,r􀅰 为耦

合各向异性损伤的粘塑性乘子.非弹性应变率随

应力水平的变化由 Norton幂律粘性函数来表示

p
􀅰
＝‹f

K
›n ＝‹(σ

~
ij －Xij)eq －R－k０

K
›n (１２)

式中 K 表示材料的粘塑性流动抗性,n为粘塑性
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硬化指数.运动硬化模型和各向同性硬化模型保

持和无损伤本构方程相同的形式,其中并不显含损

伤变量,而是将累积塑性应变率p
􀅰
用粘塑性乘子r􀅰

代替.这里采用具有两个背应力分量的运动硬化

模型:

Xij ＝∑
２

i＝１X
i
ij ,X

􀅰
i
ij＝２

３Ci
３
２nijr􀅰－aiXi

ijr􀅰

(１３)
式中Ci/ai 为Xi 的饱和值,ai 为Xi 趋于饱和的速

度.各向同性硬化内变量R 的演化方程为

R
􀅰
＝b(Q－R)r􀅰 (１４)

式中Q 为R 的渐近值,b为Q 趋于稳定的速度.

３　数值实现方法及一致切线算子

在非线性有限元中,需要将率形式的本构方程

在一定的时间间隔[tn,tn＋１]内离散化,将微分方程

转化为增量形式.然后对增量方程进行积分,以在

给定的应变增量下计算出新的应力和内变量,这一

过程通常由径向返回算法实现[１７].在径向返回过

程中通过将损伤变量视为常量,就可以不考虑损伤

与其他变量间的耦合关系,从而使数值实现过程得

到简化.同时损伤变量也可以由简单的数值积分

方法进行更新.这种解耦的算法能够显著降低各

向异性损伤模型数值实现的难度,且具有较高的计

算效率.为了保证隐式有限元计算中全局牛顿平

衡迭代的无条件稳定性和二阶收敛速度,还需要提

供一致切线算子[１８].由于径向返回过程和损伤变

量的更新是相对独立的,因此在修改损伤模型时无

需重新推导迭代方程和一致切线算子.
在大多数有限元软件中,二阶和四阶张量是由

Voigt表记法以降阶形式存储的,这可以降低计算

的维数并节约计算机内存,同时张量方程可以使用

矩阵运算来进行推导.下文中括号{}和[]分别用

来表示二阶和四阶张量的降阶形式.为了保持张

量运算和矩阵运算的一致性,辅助矩阵[E１]和

[E２]需要参与运算,定义为

[E－１]＝diag(１,１,１,２,２,２)

[E－２]＝diag(１,１,１,１
２

,１
２

,１
２

)
(１５)

式中使用当前增量步结束时的损伤张量(n＋１)D 作

为常量来构建径向返回过程中的迭代公式.在每个

增量步开始时使用向前差分积分方法更新(n＋１)D.

{(n＋１)D}＝{(n)D}＋((n)Y
－/S０)s０[E－２]{|Δ(n)εin|}

(１６)

(n)Y
－
＝([D

－
e]{(n)εe})T{(n)εe}/２＝{(n)σ~}T{(n)εe}/２

(１７)
尽管(n＋１)D 是由简单的梯形积分方法计算的,但其

数值稳定性和计算精度是可以接受的[１０,１９].
对于采用vonMises屈服准则和关联流动法

则的本构模型,基于应变等效假设,可以在有效偏

应力空间中构建只含有偏张量的公式,将径向返回

过 程 简 化 为 求 解 一 个 关 于 累 积 塑 性 应 变 增 量

Δ(n＋１)p的标量方程.这里使用试有效应力(n＋１)σ~tr

及其偏量(n＋１)s~tr来计算试屈服函数(n＋１)ftr:
{(n＋１)σ~tr}＝{(n)σ~}＋[D

－
e]{Δ (n＋１)ε}

{(n＋１)s~tr}＝[I
－
d]{(n＋１)σ~tr} (１８)

(n＋１)ftr＝ ３{(n＋１)q~tr}T[E
－１]{(n＋１)q~tr}/２－(n)R－k０

{(n＋１)q~tr}＝{(n＋１)s~tr}－{(n)X} (１９)

式中 [I
－d]为偏张量计算矩阵.如果ftr≤０,则接

受弹性预测的结果,即
{(n＋１)σ}＝[(n)M－

－１]{(n＋１)σ~}＝[(n)M－
－１]{(n＋１)σ~tr}

(２０)
{(n＋１)εin}＝{(n)εin},　{(n＋１)Xi}＝{(n)Xi}
(n＋１)R＝(n)R (２１)

一致切线算子矩阵 [D
－ep]由式(２２)计算:

[D
－
ep]＝[(n)M－

－１][D
－
e] (２２)

式中(n＋１)M－
－１可由(n＋１)D 根据式(４)求出,一般与

应力型张量作运算,因此要注意其 viogt表记形

式.这里损伤张量(n＋１)D 是以应力型张量的 Voigt
表记形式存储的.如果ftr＞０,则需要进行塑性修

正以计算应力张量:
{(n＋１)σ}＝[(n＋１)M－

－１]({(n＋１)σ~tr}－
[D

－
e]{Δ(n＋１)εin}) (２３)

相应的有效偏应力张量可表示为

　 {(n＋１)s~}＝{(n＋１)s~tr}－２G[E
－２]{Δ(n＋１)εin}(２４)

对式(１１~１４)进行时间离散可得

Δ(n＋１)εin ＝ ３
２

(n＋１)s~ －(n＋１)X
|(n＋１)s~ －(n＋１)X|

[E
－１]Δ(n＋１)p

(２５)

Δ(n＋１)p＝Δ(n＋１)t((n＋１)f/K)n

(n＋１)f＝ ３/２‖{(n＋１)s~}－{(n＋１)X}‖－(n＋１)R－k０

(２６)

{(n＋１)Xi}＝
{(n)Xi}＋ ２/３Ci{(n＋１)n}Δ(n＋１)r

１＋aiΔ(n＋１)r
(２７)

(n＋１)R＝
(n)R＋bQΔ(n＋１)r
１＋bΔ(n＋１)r

(２８)

为了保持各向异性损伤状态退化到各向同性
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损伤状态的一致性(即D＝Dδij),假设下列条件应

当得到满足

Δ(n＋１)r＝ ({δij}－{Dij})T[E
－１

]({δij}－{Dij})/３Δ(n＋１)p
(２９)

令Δ(n＋１)r＝TDΔ(n＋１)p,将式(２４)减去式(２７),并
将式(２５)代入可得

{(n＋１)s~}－{(n＋１)X}＝{(n＋１)s~tr}－∑
２

i＝１

{(n)Xi}
１＋aiTDΔ(n＋１)p－

　(２G＋∑
２

i＝１

２CiTD/３
１＋aiTDΔ(n＋１)p

)３
２

{(n＋１)n}Δ(n＋１)p

(３０)
对式(３０)两侧取范数,可得

３
２

{(n＋１)s~}－{(n＋１)X}＝ ３
２

{(n＋１)s~tr}－

　　∑
２

i＝１

{(n)Xi}
１＋aiTDΔ(n＋１)p －

　　(３G＋∑
２

i＝１

CiTD

１＋aiTDΔ(n＋１)p
)Δ(n＋１)p (３１)

将式(２６,２８)代入式(３１)并整理便可得到关于

Δ(n＋１)p的残差方程

F(Δ(n＋１)p)＝０＝K(Δ
(n＋１)p

Δ(n＋１)t
)１

n ＋
(n)R＋bQTDΔ(n＋１)p
１＋bTDΔ(n＋１)p ＋

　 σy０－ ３
２

{(n＋１)s~tr}－∑
２

i＝１

{(n)Xi}
１＋aiTDΔ(n＋１)p ＋

　　(３G＋∑
２

i＝１

CiTD

１＋aiTDΔ(n＋１)p
)Δ(n＋１)p (３２)

对式(３２)根据Δ(n＋１)p求导可得

F′(Δ(n＋１)p)＝ K
nΔ(n＋１)t

(Δ
(n＋１)p

Δ(n＋１)t
)１
n－１＋ bTD(Q－(n)R)

(１＋bTDΔ(n＋１)p)２＋

　(３G＋∑
２

i＝１

CiTD

(１＋aiTDΔ(n＋１)p)２)－
３
２

({(n＋１)g}
{(n＋１)g}

　　[E
－１]∑

２

i＝１

aiTD{(n)Xi}
(１＋aiTDΔ(n＋１)p)２)

{(n＋１)g}＝{(n＋１)s~tr}－∑
２

i＝１

{(n)Xi}
１＋aiTDΔ(n＋１)p

(３３)

使用 NewtonＧRaphson迭代法,便可以计算出累积

塑性应变增量Δ(n＋１)p为

Δ(n＋１)p(k＋１)＝Δ(n＋１)p(k)－F(Δ(n＋１)p(k))/

F′(Δ(n＋１)p(k))

Δ(n＋１)p(０)＝Δ(n＋１)t(
(n＋１)ftr

K
)n (３４)

式中右下标(k)表示迭代次数.在求出Δ(n＋１)p后,
所有当前时刻的变量便都可以计算出来.注意到

式(３０)等号两侧张量的方向是相同的,故有

{(n＋１)s~}－{(n＋１)X}
{(n＋１)s~}－{(n＋１)X} ＝

　　
{(n＋１)s~tr}－∑

２

i＝１

{(n)Xi}
１＋aiTDΔ(n＋１)p

{(n＋１)s~tr}－∑
２

i＝１

{(n)Xi}
１＋aiTDΔ (n＋１)p

(３５)
结合式(２６,３５),便可根据式(２５)计算得到非弹性

应变增量Δ(n＋１)εin,进而根据式(２３,２７,２８)更新应

力和内状态变量.
对于上述的数值实现方法,一致切线算子矩阵

的推导也是较为简单的.将离散化的本构方程

(２３~２８)进行微分可得

{dΔ(n＋１)σ}＝[(n＋１)M－
－１][D

－
e]({dΔ(n＋１)ε}－

{dΔ(n＋１)εin}) (３６)
{dΔ(n＋１)s~}＝２G[E

－２]([I－
d]{dΔ(n＋１)ε}－

{dΔ(n＋１)εin}) (３７)

{dΔ(n＋１)εin}＝ ３/２[E
－１](dΔ(n＋１)p{(n＋１)n}＋

Δ(n＋１)p{d(n＋１)n}) (３８)
{d(n＋１)n}＝[J

－n＋１][E－１]({dΔ(n＋１)s~}－
{dΔ(n＋１)X})

[J
－n＋１]＝

[I
－
]－{(n＋１)n}⊗ {(n＋１)n}

‖{(n＋１)s~}－{(n＋１)X}‖
(３９)

dΔ(n＋１)p＝nΔ(n＋１)t
K

(
(n＋１)f
K

)n－１d(n＋１)f＝

P１d(n＋１)f (４０)

d(n＋１)f＝ ３
２

{(n＋１)n}T[E
－１]({dΔ(n＋１)s~}－

{dΔ(n＋１)X})－dΔ(n＋１)R (４１)
{dΔ(n＋１)X}＝(２(C１＋C２)TD/３)[E

－２]􀅰

　　　{dΔ(n＋１)εin}－{∑
２

i＝１a
(n＋１)
i XiTDdΔ(n＋１)p

(４２)

dΔ(n＋１)R＝b(Q－(n＋１)R)TDdΔ(n＋１)p (４３)
式中四阶单位张量的矩阵形式[I－]等同于辅助矩

阵[E－２];两个二阶张量的张量积A􀅰B 对应的矩阵

运算为{A}{B}T,得到的矩阵即为相应四阶张量的

voigt表记.式(３７)减去式(４２)可得

{dΔ(n＋１)s~}－ {dΔ(n＋１)X}＝{B}＋

　　　TD{∑
２

i＝１a
(n＋１)
i Xi}dΔ(n＋１)p

{B}＝２G[E
－２][I－

d]{dΔ(n＋１)ε}－
(２G＋２(C１＋C２)TD/３)[E

－２]{dΔ(n＋１)εin}

(４４)
将式(４１,４４)代入式(４０)可得

dΔ(n＋１)p＝ ３/２P２{(n＋１)n}T[E－１]{B}

P２＝P１/(１＋P１TD(b(Q－(n＋１)R)－
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３/２{(n＋１)n}T[E－１]{∑
２

i＝１a
(n＋１)
i Xi}))

(４５)
将式(４４,４５)代入式(３９)可得

{dΔ(n＋１)εin}＝[E
－１][J－

０
n＋１][E－１]{B}

[J
－
０
n＋１]＝(３P２/２){(n＋１)n０}􀱋 {(n＋１)n}＋

３/２Δ(n＋１)p[J
－n＋１]

{(n＋１)n０}＝{(n＋１)n}＋TDΔ(n＋１)

p[J
－n＋１][E－１]{∑

２

i＝１a
(n＋１)
i Xi}(４６)

将式(４４)的{B}代入式(４６),整理可得 Δ(n＋１)εin和

Δ(n＋１)ε之间的关系为

{dΔ(n＋１)εin}＝２G[L
－n＋１]－１[J

－
０
n＋１][I－

d]{dΔ(n＋１)ε}

[L
－n＋１]＝[I

－＋(２G＋２(C１＋C２)TD/３)[J
－
０
n＋１]

(４７)
将式(４７)代入式(３７)可得

{dΔ(n＋１)σ}＝[(n＋１)M
－
]－１[D

－
e]([I

－
][E

－１]－
２G[L

－n＋１]－１[J
－
０
n＋１][I－

d]){dΔ(n＋１)ε}

(４８)
继而可以得到一致切线算子矩阵

[D－
ep]＝[(n＋１)M－

－１]([D－
e]－４G２[E－２]

[L－n＋１]－１[J－
０
n＋１][I－

d]) (４９)

表１　耦合损伤粘塑性本构模型的材料常数

Tab．１　MaterialparametersofthedamageＧ
coupledviscoplasticconstitutivemodel

材料常数 ５５０℃ ６００℃ 材料常数 ５５０℃ ６００℃

E/GPa 　１６０ 　１４５ C１/GPa ６１６􀆰２８ ５９４􀆰０

v 　０􀆰３０８ 　０􀆰３１１ a１ ４５６５ ３９６０

k０/MPa 　１５０ 　１１０ C２/GPa ４７􀆰６３ ６８􀆰２５

K/MPa􀅰s１/n 　３９０ 　２４０ a２ ４６７ ６５０

n 　８􀆰２ 　７􀆰２ S０/MPa ２􀆰１ １􀆰９

b 　１􀆰７５ 　１􀆰８ s０ ２􀆰６５ ２􀆰３９

Q/MPa －１１２ －１００ η ２􀆰７ ２􀆰７

４　数值实现方法的验证

基于 ANSYS平台,将耦合各向异性损伤的循

环粘塑性本构模型编写为 USERMAT 子程序进

行二次开发.Lemaitre各向异性损伤模型与各向

同性损伤模型具有相同的材料常数,仅多了一个静

水敏感系数η,两种模型描述材料应力Ｇ应变响应的

能力应是一致的,因此通过这两种模型的数值结果

的对比来说明各向异性损伤模型描述损伤方向的

能力以及数值实现方法的有效性.耦合各向同性

损伤粘塑性本构模型及其数值实现方法可参见文

献[２０].使用的 X１２CrMoWVNbN１０Ｇ１Ｇ１汽轮机

转子钢的本构模型材料常数列入表１.

图１　第一周次和半寿命周次滞回曲线

Fig．１　FirstcycleandhalfＧlifecyclehysteresisloops

图２　循环软化曲线和损伤累积曲线

Fig．２　Cyclicsofteningcurvesanddamageaccumulationcurves

首先将应变控制单轴对称疲劳载荷下的实验

数据[２１](EXP)与各向同性(ISO)和各向异性(ANIＧ
SO)损伤模型的模拟结果进行对比.疲劳实验的两种

载荷条件分别为 T ＝５５０ ℃,Δε＝０􀆰９２４％;T ＝
６００℃,Δε＝０􀆰９１６％,应变率均为０􀆰１％/s.单轴

应力状态下的数值模拟在一个四节点SOLID１８５
单元上进行.第一周次和半寿命周次滞回曲线的

实验数据和模拟结果如图１所示,可见 ANISO损

伤模型和ISO损伤模型给出了非常接近的数值模

拟结果,且与实验数据基本吻合.整个疲劳载荷历

程内的循环软化曲线和损伤累积曲线如图２所示,
单轴应力状态下的损伤张量只有法向方向上的分

量,且有Dy＝２Dx＝２Dz(y方向载荷),因此图中仅

绘制了损伤张量的Dy分量.由式(５)可知,损伤主

要是由非弹性应变控制的,这表明各向异性损伤率

张量的主方向与非弹性应变率张量的主方向一致,
损伤随着累积非弹性应变的增加而逐渐增加.在

某一方向上较高的应力会产生更大的应变,进而导

致这一方向上损伤的加速累积,因而损伤张量可以
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在一定程度上描述材料损伤的方向特征.如图２
所示,ISO和 ANISO损伤模型的数值结果在疲劳

寿命的前期是基本一致的,随着加载的进行,ANIＧ
SO损伤模型给出了在加载方向上损伤加速累积

的结果.
尽管文中给出的本构模型及其数值实现方法

适用于一般的三维应力状态,但为了便于检验结

果,这里使用一个二维数值算例来进行验证,即处

于平面应变状态的两端受均匀位移载荷的带中心

圆孔矩形板[２２].如图３所示,考虑模型的对称性,
仅对四分之一平板进行建模,有限元模型包含

１８００个PLANE１８２单元和１８９１个节点.在板的

左端施加循环对称拉压位移载荷,位移量Uy 为±
３mm,载荷速率为０􀆰５mm/s,模拟的循环周次 N
为２７０次(此时损伤已达到０􀆰２).使用各向异性

损伤 模 型 在 三 个 不 同 的 时 间 步 长 下 (０􀆰０５s,

０􀆰０２５s和０􀆰０１s)进行模拟,并与０􀆰０２５s时间步

长下的各向同性损伤模型的数值结果进行对比.

图３　带中心圆孔的平面应变矩形板

Fig．３　Aplanestrainrectangularplatewithacentralcircularhole

节点A(图３)是损伤最大的节点,该点处也是

在实际中最可能首先发生破坏的位置,因此对该节

点的数值结果进行分析.在不同的循环周次内,对
应于峰值位移载荷((Uy ＝３mm)的节点A 的最大

应力分量如图４所示,最大总应变分量和最大非弹

性应变分量如图５所示.可见在不同的时间步长

下各向异性损伤模型的应力和应变计算结果非常

接近,这表明本文数值方法具有良好的稳定性和准

确性.ANISO与ISO 损伤模型的计算结果也是

基本一致的.
在整个载荷历程内的节点A 的损伤累积曲线

如图６所示,图中包括ISO 损伤模型的标量损伤

值和 ANISO 损伤模型的损伤张量的各个分量.
由于Dxy很小,因此损伤张量在主方向上的分量可

由Dx、Dy 和Dz 近似表示,主方向也与有限元模型

的坐标轴方向基本一致.对于承受y轴方向疲劳

载荷的带孔矩形板,可以预见的是节点A 处是最

早出现裂纹的部位,且裂纹方向应该与y轴垂直,
位于xoz平面上.如图６所示,节点A 处y 方向

上的损伤(Dy)是最大的,与预期结果一致.不同

时间步长下的损伤模拟结果也非常一致,这表明向

前差分积分方法在应用于张量的损伤变量时仍然具

有良好的准确性.由于应力多轴度和损伤累积引起

的应力重分布,使得y方向的损伤没有出现加速累

积的现象,D 与Dy 之间的演化曲线较为接近.

图４　不同循环周次内的最大应力分量

Fig．４Maximumstresscomponentsunderdifferent
cyclenumbers

图５　不同循环周次内的最大总应变分量与非弹性应变分量

Fig．５　Maximumtotalstraincomponentsandinelasticstrain
componentsunderdifferentcyclenumbers

图６　节点A 的损伤累积曲线

Fig．６　DamageaccumulationcurvesofnodeA

　　在最后一个循环周次内的峰值位移载荷时刻,
由ISO与 ANISO损伤模型计算得到的vonMises
等效应力云图如图７所示,云图的颜色标尺已调整

一致.由于应力重分布的影响,最大应力处已不再
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位于载荷初期时的点A.两种模型计算得到的应

力场是非常接近的,这表明即使是对于较长的载荷

历程,文中给出的 ANISO损伤模型及其数值实现

方法仍能得到准确的应力Ｇ应变响应模拟结果.由

ISO损伤模型计算得到的标量损伤场与 ANISO
损伤模型计算得到的损伤分量云图如图８所示,各
向同性损伤D 的分布与损伤分量Dx、Dy 的分布

相似,而Dz 和Dxy则具有不同的特征.与一个标

量的损伤变量相比,二阶的损伤张量能够描述多轴

应力状态下的各向异性的损伤行为,与最大主损伤

方向正交的平面即为裂纹萌生与扩展的平面.

图７　vonMises等效应力云图

Fig．７　VonMisesequivalentstresscontours

图８　各向同性损伤与各向异性损伤分量云图

Fig．８　Isotropicdamageandanisotropicdamage
componentscontours

　　在相同的时间步长(０􀆰０２５s)下,同样使用解

耦的数值实现方法,使用各向同性损伤模型求解每

个载荷周期所需的平均 CPU 时间为５８９􀆰９０s,而

使用文中提出的各向异性损伤模型及其数值实现

方法则需要６１１􀆰３６s,表明该方法具有较高的计算

效率.

５　结　论

本文提出了一种关于耦合Lemaitre各向异性

损伤的 Chaboche型粘塑性本构模型的相对简单

的数值实现方法.在每个增量步开始时基于向前

差分格式更新当前时刻的损伤张量,从而可在本构

方程离散化的过程中将其视作常量,以降低数值实

现的难度.基于应变等效假设,通过在有效偏应力

空间中构建只含有偏张量的方程,将径向返回过程

简化为求解一个一元非线性标量方程,从而提高了

计算效率和迭代求解过程的数值稳定性.
在单轴疲劳载荷条件下,各向异性损伤模型具

有和各向同性损伤模型一致的循环应力Ｇ应变响应

模拟结果,且与实验数据基本吻合.在多轴应力状

态下,各向异性和各向同性损伤模型的整体和局部

模拟结果也是非常接近的.不同时间步长下几乎

一致的数值结果验证了该方法的准确性和稳定性.
两种模型计算时间的对比也表明该方法具有较高

的计算效率.与标量损伤模型相比,各向异性损伤

模型可以给出损伤的方向特征,有助于预测裂纹萌

生和扩展的方向,在工程实践中具有重要意义.在

裂纹扩展的模拟中,各向异性损伤也可用于确定裂

纹萌生的位置和方向,从而实现结构疲劳断裂失效

全流程的模拟.
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Asimplenumericalimplementationmethodforanisotropic
damagecoupledviscoplasticconstitutivemodel

WANGYuanliang,　LIChangshuo,　XU Hong,　ZHUZhongliang,　NIYongzhong∗

(SchoolofEnergy,PowerandMechanicalEngineering,NorthChinaElectricPowerUniversity,Beijing１０２２０６,China)

Abstract:Asimplenumericalimplementation methodisproposedfortheChabocheＧtypeviscoplastic
constitutivemodelcoupledwithLemaitreanisotropicdamagetheory．Usingthedecoupledalgorithm,the
damagetensorisupdatedbasedontheforwarddifferenceformatatthebeginningofeachincremental
step．Thedamagetensorisconsideredasaconstantinthediscretizationprocessoftheconstitutive
equations．Basedonthehypothesisofstrainequivalence,theformulationscontainingonlypartialtensors
areconstructedintheeffectivedeviatoricstressspace,andtheradialreturnprocessissimplifiedtosolve
anonlinear scalar equation concerning the accumulated plastic strainincrement．The numerical
implementationmethodandthederivationofconsistenttangentoperatorareprovidedbasedontheVoigt
notationscheme．Thecomparisonbetweentheexperimentaldataandthesimulationresultsofisotropic
scalardamagemodelunderuniaxialand multiaxialstressstatesvalidatestheeffectivenessandhigh
computationalefficiencyofthismethod．Numericalresultsunderdifferenttimestepsizesalsoindicate
thegoodaccuracyandstability．

Keywords:anisotropicdamage;viscoplasticconstitutivemodel;numericalimplementation;radialreturn
algorithm;finiteelementmethod

２０８ 计 算 力 学 学 报 　第４２卷　


