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摘　要:Euler方程是计算流体力学中描述流体运动的基本方程之一,间断解的存在是该类方程数值求解算法构

造的一个难点.为得到二维Euler方程Riemann问题的高分辨率数值结果,本文构造了一种压差型自适应旋转熵

稳定格式.利用方程的旋转不变性,将边界外法向量分解到两个正交方向,在每个方向上采用熵稳定格式.两分

量方向的确定与旋转角有关,本文通过引入压力函数使格式的旋转角根据局部的压力变化进行自适应改变,熵稳

定格式的分辨率可通过自适应旋转角的引入而改善.数值算例表明该格式的数值结果对称性好且分辨率高.
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１　引 言

双曲守恒律方程是计算流体力学中反应多种

物理现象的一类重要方程.当计算复杂的二维问

题时,使用具有良好性能的 Roe型近似 Riemann
求解器也会产生不同程度的数值不稳定现象.因

此,Levy等[１]给出计算多维问题的解决方法,其中

基于波传播的数值方法主要有网格对齐法[２]、旋转

通量法[３]、插值方法[１]和真正多维对流格式[４]等.
旋转通量法尝试将边界上的外法向量分解到

两个正交方向,利用通量函数的旋转不变性将复杂

的二维方程转化为类一维形式.为消除激波的不

稳定现象,Ren等[２]基于 Roe格式提出一种旋转

Riemann求解器,研究表明该算法具有良好的鲁棒

性.若在分解后的两向量方向上使用不同的通量

函数,可得到混合旋转通量.Feng等[５]基于三维

磁流体方程,将 Roe求解器和 Rusanov求解器耦

合,研究表明该方法提高了数值格式对间断的捕捉

能力;Townsend等[３]将 HLL格式[６]和 HLLC格

式[７]耦合得到结构简单、具有高分辨率的旋转混合

格式.旋转不变性可确保旋转后方程的通量性质

不发生改变,该方法能更好地捕捉激波,具有较强

的鲁棒性.故本文将利用 Euler方程的旋转不变

性构造旋转通量格式.
求解双曲守恒律方程时,即使给定光滑的初始

条件,数值解也可能产生间断.鉴于此,Tadmor[８]

首次提出熵守恒格式和满足熵稳定格式的条件,熵
稳定格式的数值解在离散单元中均满足熵不等式,
在间断区域能保持熵的耗散,不会出现伪振荡;IsＧ
mail等[９]进一步分析熵稳定格式中耗散量大小,
提出熵相容格式;贾豆等[１０]针对 Euler方程将熵

稳定格式和 HLL格式结合,在保证熵稳定性质的

同时提高了数值格式的分辨率;翟梦情等[１１]针对

一维理想磁流体方程提出了基于移动网格算法的

熵稳定格式,在不增加网格节点个数的情况下对网

格进行合理分布,实现多波型问题的高分辨率求

解.熵稳定格式耗散项的大小会影响数值格式对

激波的捕捉能力,耗散项较小,数值结果会产生伪

振荡现象,合理地调整耗散项的大小是避免伪振荡

产生的关键.
旋转通量格式的旋转角度与数值耗散密切相

关[１２],故通过控制旋转角度来调节数值耗散,进而

对熵稳定格式的耗散项进行修正.针对 HLLE格

式[１３],为抑制激波不稳定现象的产生,Quirk[１４]采



用基于压力的切换函数控制旋转角;由于上述函数

不可微,HongKim 等[１５]引入加权压力函数,提高

了 AUSM(AdvectionUpwindSplitting Method)
格式在间断处的分辨率,消除了数值振荡;Zhang
等[１２]研究了常用的迎风格式,并用于压力相关的

权值函数定义旋转角,以自适应的方法控制耗散

量,构造出满足激波稳定求解和接触间断高分辨率

的旋转通量格式.
综上,本文将利用二维Euler方程通量函数的

旋转不变性构造旋转通量格式,将通量分解到两个

正交方向,在每个方向上采用熵稳定格式.由于熵

稳定格式的分辨率可通过自适应旋转角的引入而

改善,故本文在确定分量方向时,引入加权压力函

数作为激波探测器,旋转格式的旋转角度根据局部

的压力变化进行自适应改变从而修正熵稳定格式

的耗散项,实现高分辨率.

２　控制方程

考虑二维Euler方程组
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(１)
其中ρ为密度,p为压强,u、v分别为x、y方向上

速度分量,E为单位体积的总能量,γ为比热比,通
常取γ＝１􀆰４.

３　压差型自适应熵稳定旋转通量法

３􀆰１　方程的离散

简单起见,将计算区域均匀剖分为有限个四边

形单元,记任一控制体单元为V ,对方程(１)左右

两边同时进行积分可得

d
dt∬

V

UdV＋∫A
H􀅰ndA＝０ (２)

式中H＝(F,G),A 是控制体V 的边界,由４条线

段AsAs＋１ 构成 (s＝１,２,３,４且A５ ＝A１),如图１
(a)所示,n是边界A 的单位外法向量,边界的总

通量为

∫A
H􀅰ndA＝∑

４

s＝１∫
As＋１

As
H􀅰nsdA (３)

为求解积分方程(３),需考虑边界AsAs＋１上外

法向量ns＝α１ns１＋α２ns２ ,ns可分解到两分量ns１ 和

ns２ 方向上(如图１(b)所示),分解方法将在本文

３􀆰３节作进一步讨论.

图１　控制体和边界上的法向量分解

Fig．１　Controlvolumeandnormalvectordecomposition
ontheboundary

方程(３)的右端积分项进一步写为

∫
As＋１

As
H􀅰nsdA＝∫

As＋１

As

[ns１F(U)＋ns２G(U)]dA (４)

方程(２)的第一个积分项可理解为控制体V
内U 的平均值随时间的变化率,则有

d
dt∬

V

UdV＝|V|d
dtU

－ (５)

将方程(４,５)代入方程(２)可得

d
dtU

－
＝－ １

|V|∑
４

s＝１∫
As＋１

As

[ns１F(U)＋ns２G(U)]dA

(６)
由二维Euler方程的旋转不变性[１６]可知

ns１F(U)＋ns２G(U)＝Q－１
s F(QsU)

其中Qs 是旋转矩阵,Q－１
s 是其逆矩阵,详见文献

[１６].则方程(６)可改写为

d
dtU

－
＝－ １

|V|∑
４

s＝１∫
As＋１

As
Q－１

s F(QsU)dA (７)

式(７)右端求和项可近似改写为

∫
As＋１

As
Q－１

s F(QsU)dA ≈LsQ－１
s F̂s (８)

其中Ls 是线段AsAs＋１ 的长度,F̂s＝F(QsU)是对

应界面的旋转通量.方程(１)的半离散旋转通量格

式为

d
dtU

－
＝－ １

|V|∑
４

s＝１
LsQ－１

s F̂s (９)

时间层上的推进采用三阶强稳定的 RungeＧKutta
方法,详见文献[１７].

３􀆰２　熵稳定格式

３􀆰１节已给出旋转通量格式的半离散形式,本
文选取熵稳定数值格式,取方程(１)的熵对[１０]为

E(U)＝－ ρs
γ－１

,P(U)＝－ ρus
γ－１

,Q(U)＝－ ρvs
γ－１

其中s＝lnp－γlnρ,对应的熵变量V 为

V＝ γ－s
γ－１－ρ(u２＋v２)

２p
,ρu
p

,ρv
p

,－ρ
p[ ]

T

熵稳定格式由熵守恒通量和数值耗散项构成,
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HES ＝HEC －１
２R̂D̂R̂TdV

其中HEC 为熵守恒通量,R̂为特征向量矩阵[１０],D̂
为半正定的耗散矩阵[１０].且

HEC ＝Fnx ＋Gny

其中

F＝

ρ̂û
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Roe根据Euler方程的性质,提出了一种简单、高
效的熵守恒通量函数,该函数需选取参变量Z,即

Z＝[z１　z２　z３　z４]T ＝ ρ
p

[１　u　v　p]T

由此可得

ρ̂＝z－１􀅰zln
４ ,û＝z－２

z－１

,v̂＝z－３

z－１

,p̂１＝z－４

z－１

p̂２＝γ＋１
２γ

z－４

z－１
＋γ－１

２γ
z－４

z－１

H＝１
２

(û２＋v̂２)＋ γ
γ－１

p̂２

ρ̂
其中b

－
i 是算术平均,bln

i 是对数平均,详见文献

[１０].

３􀆰３　格式的自适应旋转角

引入加权压力函数控制旋转角度,修正熵稳定

格式中的数值耗散,实现高分辨率求解.
由３􀆰１节可知,旋转通量法将边界法向量ns

分解成两个正交的单位向量ns１ 和ns２ ,
ns＝α１ns１＋α２ns２

其中α１＝ns􀅰ns１ 和α２＝ns􀅰ns２ ,数值通量在两个方

向上的分解形式为

F＝F(ns)＝α１F(ns１)＋α２F(ns２)
为利用旋转角的自适应改变修正熵稳定格式

中数值耗散量的大小,采用文献[１２]的处理方式来

确定两分量的方向,即
ns１＝T１ns,ns２＝T２ns

T１＝
cos(θ) sin(θ)

－sin(θ) cos(θ)
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其中θ为定义的旋转角.

Zhang等[１２]通过控制激波强度控制旋转角,
而压力的显著变化通常表明流场中存在激波,故引

入压力函数作为激波探测器,其表达式为

f＝１－minpL

pR
,pR

pL

æ

è
ç

ö

ø
÷

３
(１０)

其中pL 和pR 分别为单元界面左右两侧的压力值.
当计算穿过特定网格界面的数值通量时,激波

检测函数应检查该界面所有相邻网格单元[１８],故
定义函数(１１)选择相邻单元交界面上的最大函数

值,即

ω＝max(fi,fj) (１１)
其中fk(k＝i,j)表达式同式(１０),为第k个网格

单元的压力函数值,i和j为任意相邻的两个网格

单元编号.
旋转格式的旋转角[１３]定义为

θ＝π
４
􀅰ω (１２)

旋转角将根据局部压力的变化而变化,压力变化越

剧烈,压力函数值f越大,由式(１１,１２)可知旋转角

越大.

４　数值算例

以二维Euler方程 Riemann问题为例验证算

法性能,考虑以下初值问题[１９].图２~图５中(a~
d)分别为各算例的自适应旋转熵稳定格式、熵稳定

格式、θ＝π/４时固定旋转熵稳定格式、随机选取θ
时固定旋转熵稳定格式;图２~图５中①~③分别

表示接触间断、激波、稀疏波所在位置;各算例均在

区域[０,１]×[０,１]内求解,且网格采用均匀剖分.

４􀆰１　二维Euler方程Riemann问题Ⅰ
(ρ,u,v,p)＝

(０􀆰５３１３,０􀆰００００,０􀆰００００,０􀆰４０００)

　　(x＞０􀆰５,y＞０􀆰５)
(１􀆰００００,０􀆰７２７６,０􀆰００００,１􀆰００００)

　　(x＜０􀆰５,y＞０􀆰５)
(０􀆰８０００,０􀆰００００,０􀆰００００,１􀆰００００)

　　(x＜０􀆰５,y＜０􀆰５)
(１􀆰００００,０􀆰００００,０􀆰７２７６,１􀆰００００)

　　(x＞０􀆰５,y＜０􀆰５)
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表１为该Riemann问题采用自适应旋转熵稳

定格式的误差,参考解为网格数是６００×６００时的

四阶紧致CWENO重构[２０],由表１可知,随着网格
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数加密,误差越来越小.图 ２ 为算例 １ 在 T ＝
０􀆰２５,CFL＝０􀆰６,空间网格数为２００×２００时的数

值结果对比.其中图２(d)为θ＝π/５时固定旋转

熵稳定格式的数值结果.该算例包含两个激波和

两个接触间断,固定旋转角度时,即使θ＝π/４,由
于旋转角不能根据流场特征进行自适应改变,虽存

在对称性,但激波位置存在明显偏差;引入自适应

旋转角,该格式能更准确地捕捉到激波和接触间

断,过渡带更窄.

表１　自适应旋转熵稳定格式误差

Tab．１　Errorsofadaptiveentropystablescheme
网格数 L１误差 L２误差

６０×６０ １􀆰１９７１７０６７eＧ２ ６􀆰８４３３９０７５eＧ４

１２０×１２０ ６􀆰０９６４９９３５eＧ３ ２􀆰２１７９４４３８eＧ４

１５０×１５０ ４􀆰７７２５９６１６eＧ３ １􀆰４５４７７７６０eＧ４

２００×２００ ３􀆰５３３９９１９９eＧ３ ９􀆰０８２７２４４９eＧ５

图２　算例１数值结果对比

Fig．２　ComparisonofnumericalresultsinExample１

４􀆰２　二维Euler方程Riemann问题Ⅱ
(ρ,u,v,p)＝

(１􀆰００００,０􀆰１０００,０􀆰１０００,１􀆰００００)

　　(x＞０􀆰５,y＞０􀆰５)
(０􀆰５１９７,－０􀆰６２５９,０􀆰１０００,０􀆰４０００)

　　(x＜０􀆰５,y＞０􀆰５)
(０􀆰８０００,０􀆰１０００,０􀆰１０００,０􀆰４０００)

　　(x＜０􀆰５,y＜０􀆰５)
(０􀆰５１９７,０􀆰１０００,－０􀆰６２５９,０􀆰４０００)

　　(x＞０􀆰５,y＜０􀆰５)
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图３为算例２在T＝０􀆰２５,CFL＝０􀆰８,空间

网格数为３５０×３５０时的数值结果对比.其中图３
(d)为θ＝π/７时固定旋转熵稳定格式的数值结果.

该算例包含两个接触间断和两个稀疏波,引入压力

加权函数后,该格式的结果相比于熵稳定格式过渡

带更窄,具有更高的分辨率,且相比于固定旋转熵

稳定格式,本文格式的数值结果更准确,无明显

偏差.

图３　算例２数值结果对比

Fig．３　ComparisonofnumericalresultsinExample２

４􀆰３　二维Euler方程Riemann问题Ⅲ
(ρ,u,v,p)＝

(１􀆰００００,０􀆰００００,－０􀆰３０００,１􀆰００００)

　　(x＞０􀆰５,y＞０􀆰５)
(２􀆰００００,０􀆰００００,０􀆰３０００,１􀆰００００)

　　(x＜０􀆰５,y＞０􀆰５)
(１􀆰０６２５,０􀆰００００,０􀆰８１４５,０􀆰４０００)

　　(x＜０􀆰５,y＜０􀆰５)
(０􀆰５３１３,０􀆰００００,０􀆰４２７６,０􀆰４０００)

　　(x＞０􀆰５,y＜０􀆰５)

ì

î

í
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ï
ï

图４为算例３在T＝０􀆰３,CFL＝０􀆰６,空间网

格数为２５０×２５０时的数值结果对比.其中图４
(d)为θ＝π/６时固定旋转熵稳定格式的数值结

果.该算例包含两个接触间断和两个激波,由图４
(c,d)可知,当固定旋转角度时,会产生与实际物理

意义不符的数值结果,激波位置偏差较大;与熵稳

定格式相比,引入自适应旋转后,该格式可准确地

捕捉间断位置,且在间断处过渡带更窄,无振荡

产生.
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图４　算例３数值结果对比

Fig．４　ComparisonofnumericalresultsinExample３

４􀆰４　二维Euler方程Riemann问题Ⅳ
(ρ,u,v,p)＝

(０􀆰５３１３,０􀆰１０００,０􀆰１０００,０􀆰４０００)

　　(x＞０􀆰５,y＞０􀆰５)
(１􀆰０２２２,－０􀆰６１７９,０􀆰１０００,１􀆰００００)

　　(x＜０􀆰５,y＞０􀆰５)
(０􀆰８０００,０􀆰１０００,０􀆰１０００,１􀆰００００)

　　(x＜０􀆰５,y＜０􀆰５)
(１􀆰００００,０􀆰１０００,０􀆰８２７６,１􀆰００００)

　　(x＞０􀆰５,y＜０􀆰５)

ì

î

í
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ï
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图５为算例４在T＝０􀆰２,CFL＝０􀆰８,空间网

格数为２５０×２５０时的数值结果对比.其中图５
(d)为θ＝π/７时固定旋转熵稳定格式的数值结

果.该算例包含两个接触间断、一个激波和一个稀

图５　算例４数值结果对比

Fig．５　ComparisonofnumericalresultsinExample４

疏波,由图５(a)可知本文格式针对该 Riemann问

题能准确地捕捉到四个波型,再次验证通过自适应

改变旋转角的大小能够修正熵稳定格式中的耗散

项,以达到高分辨率且无振荡产生.

５　总　结

本文针对二维 Euler方程的 Riemann问题构

造了一种压差型自适应旋转熵稳定格式,利用方程

的旋转不变性,对方程进行类一维处理,通过引入

压力函数作为激波探测器,旋转格式的旋转角根据

局部流动的压力变化进行自适应改变,最后通过数

值算例验证压差型自适应旋转熵稳定格式能够很

好地捕捉间断所在位置,且过渡带更窄、分辨率高.
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Apressuredifferenceadaptiverotatingentropystableschemefor
twodimensionalRiemannproblems

GUOYilin,　ZHENGSupei∗ ,　CHEN Mengying,　LIUJiahao
(SchoolofScience,Chang’anUniversity,Xi’an７１００６４,China)

Abstract:The Euler equation is one ofthe fundamental equations describing fluid motion in
ComputationalFluid Dynamics,andtheexistence ofdiscontinuoussolutions poseschallengesin
constructingnumericalalgorithmsforsolvingthistypeofequation．ToachievehighＧresolutionnumerical
resultsfortheRiemannproblemofthetwoＧdimensionalEulerequation,thispaperconstructsapressureＧ
differenceadaptiverotatingentropystablescheme．Utilizingtherotatinginvarianceoftheequations,the
normalvectoroutsidetheboundaryisdecomposedintotwoorthogonalcomponents,andanentropy
stableschemeisimplementedineachdirections．Thedeterminationofthecomponentsofthetwo
componentsreliesontherotationangle．Inthispaper,apressurefunctionisintroducedtoadaptively
adjusttherotationangleoftheschemebasedonlocalpressurevariations．Theresolutionoftheentropy
stableschemeisenhancedbyintroducingtheadaptiverotationangle．Numericalexamplesshowthatthe
numericalresultsobtainedbythisschemeexhibitgoodsymmetryandhighresolution．

Keywords:entropy stablescheme;pressureＧdifferencerotation angle;rotatinginvariance;pressure
function;adaptivevariation
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