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摘　要:压电材料具有作动迅速、易于制备和能耗低等优点,使用压电材料对结构进行振动控制能够改善结构性

能,研究发现,压电材料的分布能够显著影响控制效果,许多学者使用拓扑优化技术对压电材料或控制电压的布

局进行优化.在压电智能结构拓扑优化中,引入多种控制系数作为设计变量,能够获得更大设计空间,进一步提

升控制效率.本文基于离散材料优化方法DMO(DiscreteMaterialOptimization)研究了简谐激励作用下压电层控

制系数最优分布问题.使用速度负反馈控制策略进行主动控制,选取能够有效衡量结构振动程度的动柔度作为

目标函数,设计变量为每对压电传感器和压电致动器的速度负反馈控制系数,使用伴随变量法进行灵敏度分析,

最后给出了两个数值算例来验证所提方法的正确性.
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１　引 言

在建筑工程、精密加工以及汽车等领域,利用

压电智能材料对结构进行主动控制具有重要的意

义.在建筑工程中,通过主动控制技术,可以减少

建筑或桥梁中的振动,提高结构耐久性.在精密加

工领域,需要对结构实现精准的位移控制.在汽车

领域,压电材料常用于对抗声波,减少噪声.压电

材料具有易于制备、响应快、重量轻等优点,是解决

这类问题的理想材料,在结构振动控制[１,２]、结构

健康检测[３,４]和结构形状控制[５,６]方面得到了广泛

应用.由于压电材料具有重量轻、响应快、能量转

换效率高等优异特性,使用压电材料对结构进行主

动控制愈发引人关注.许多研究表明,压电材料和

控制电压的分布对主动控制效率有显著影响[７Ｇ９].
因此,有必要对压电材料的分布进行设计.

在早期压电智能结构布局优化中,往往使用启

发式算法或直接搜索法来寻求压电致动器的最佳

尺寸和最佳位置.随着拓扑优化技术的发展,逐渐

有学者利用拓扑优化技术进行压电智能结构布局

优化.Wang等[１０]提出了一种速度场水平集法,通
过对具有光滑边界的压电层进行跟踪,获得了更精

确的振动控制.Hu等[１１]基于线性二次调节最优

控制,提出了瞬态激励下的压电结构拓扑优化方

法.文献[１２,１３]验证了在压电结构振动控制中采

用曲壳单元,计算精度和效率高于平面壳单元.

Liu等[１４]以执行器到结构的能量转换最大为目标,
对压电材料的布局进行优化设计,得到优化设计

后,将线性二次型调节器控制策略用于最终设计的

布局,实现结构振动抑制.以上学者采用比较成熟

的控制策略,对振动控制中压电材料的最优布局问

题进行了研究,得到的优化布局在单通道驱动下即

可实现,一定程度上限制了控制效率的提升.
离散材料优化(DMO)方法可以看作一种多材

料插值模型,该方法的思想可以简述为结构每个单

元在多个预定义的备选材料中选择一种材料,在经

典DMO方法中,备选材料一般选为不同力学性能

的材料或空材料.DMO 方法是 Stegmann等[１５]

提出并用于纤维角度优化,此后该方法引起了持续

关注[１６Ｇ１９].值得注意的是,针对传统 DMO收敛困



难的问题,Duan等[２０]提在传统 DMO方法的基础

上,使用 Heaviside函数对设计变量进行惩罚,提
升了收敛率,获得了清晰的材料分布,降低了制造

难度.
本文基于离散材料优化方法,引入多种速度负

反馈控制系数作为设计变量,研究了在外部单一简

谐激励作用下,以动柔度为目标函数的压电致动器

层控制系数的最优分布.首先提出了基于速度负

反馈控制的压电层合板结构振动模型,并针对非比

例阻尼结构提出了有效的动力学求解方法,之后建

立优化模型,求解灵敏度.最后给出了两个数值算

例来验证所提方法的有效性.

２　 有限元分析

本文主要研究外部单一简谐激励作用下,压电

致动器层控制系数的最优分布问题.其中结构基

体层上方铺设一层压电致动器,基体层下方铺设一

层压电传感器.如图１所示,假设同一位置上的一

对传感器和作动器是独立控制的.

图１　带有压电层的四节点 Midlin板单元

Fig．１　FourＧnodeelementforMidlinplatebondedwith
piezoelectriclayer

压电材料的本构关系为

σ＝Cε－eTE,D＝eε＋κE (１)
式中σ和ε分别为应力向量和应变向量,D 为电位

移向量,C 为弹性矩阵,E 是外加电场矢量,e和κ
分别为压电系数矩阵和介电常数矩阵.

与一般动力学方程类似,压电层合板结构振动

方程只是多了一项由压电材料提供的载荷项,即

My􀅰􀅰(t)＋Cy􀅰(t)＋Ky(t)＝f(t)＋fa(t)(２)
式中 M∈Rn×n,C∈Rn×n,K∈Rn×n分别为结构总体

质量阵、阻尼阵和刚度阵.f(t)＝Feiθt是外加载荷

向量,其中外加载荷向量的频率为θ,幅值为F.

y(t)∈Rn×１,y􀅰(t)∈Rn×１,y􀅰􀅰(t)∈Rn×１分别为结构

的位移、速度和加速度向量.fa(t)为压电致动器

层提供的等效节点力向量:

fa(t)＝Kuφφa(t) (３)
式中Kuφ为压电耦合矩阵,φa(t)为压电致动器层提

供的电压向量,其表达形式由采用的控制策略决

定,本节结构的控制策略采用速度负反馈控制方

法,φa(t)可以表示为

φa(t)＝－Gaφs(t) (４)
其中Ga 为常数对角控制系数矩阵,φs(t)是由基体

层发生机械应变而产生的传感器输出电压,一般情

况下会对其进行放大:

φs(t)＝GsKφuy
􀅰(t) (５)

式中 Gs 为增益系数对角矩阵.将式(５)代入式

(４),控制电压可以表示为φa(t)＝－GaGsKφuy
􀅰(t),

将其代入式(２),并将速度项合并,可得速度负反馈

控制下的振动方程

My􀅰􀅰(t)＋(C＋CA)y􀅰(t)＋Ky(t)＝f(t) (６)
对于稳态振动问题来说,振动方程(６)可进一

步简化为

(－θ２M＋iθ(C＋CA)K)Y＝F (７)
其中Y＝YR＋iYI 为简谐振动幅值,其中YR 为振幅

的实部,YI 为振幅的虚部,θ为振动频率,F 为简谐

振动载荷幅值.

３　 优化模型

简要介绍 DMO方法的基本思想和公式,与经

典拓扑优化中单一材料的有或无的选择不同,

DMO方法可以看作是一种广义的多材料插值模

型,该方法允许结构每个单元从多种预先给定的备

选材料中选择一种材料,使得目标函数最小.
在DMO插值公式中,每个单元的本构矩阵Ce由

该单元所有备选材料的本构矩阵Ci 的加权求和得

到,即

Ce＝∑
n

i＝１
we

iCe
i＝we

１Ce
１＋we

２Ce
２＋􀆺＋we

nCe
n (８)

式中 we
i 为单元的 DMO权函数,下标表示该单元

第i个备选材料的权值.最理想的优化结果是权

函数只取０或１,因此需要选取合适的权函数来避

免优化结果出现中间值,这里直接给出本文采用的

权函数的表达式,具体描述可参见文献[２１].

Ce＝∑
n

i＝１
we

iCe
i＝∑

n

i＝１

ξe
i

∑
n

k＝１
ξe

k

Ce
i (９)

　　　　ξe
i＝(xe

i)p ∏
n

j＝１;j≠i

[１－(xe
i)p] (１０)

式中xe
i 是单元第i个备选材料的密度,如果xe

i ＝
１,表示该单元从所有备选材料中选择了第i个备

选材料;如果xe
i＝０,表示第i个备选材料对该单元

材料属性没有贡献.p 为惩罚因子,一般取为３,
其使设计变量更好地推向０或１.ξe

i可以看作设计

变量xe
i 到权函数we

i 中间的一个过渡,对其进行归
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一化处理可得到权函数we
i,归一化处理后每个权

函数只在０和１之间取值,因此相应备选材料的物

理意义总是可以接受的,另外权函数之和自动等于

１,这确保了评估质量和成本的正确性.
本文引入速度负反馈控制的控制系数为设计

变量,即每对压电作动器和压电传感器单元上的速

度负反馈控制系数表示为所有备选控制系数的加

权求和:

Ge
s＝wi,１Ge

１＋wi,２Ge
２＋􀆺＋wi,jGe

j (１１)
３􀆰１　基于DMO方法的材料插值与投影

为了获得更加清晰的 材 料 分 布,本 文 使 用

Heaviside函数[２２]对设计变量进行投影:

x－ ＝tanh(βη)＋tanh(β(x－η))
tanh(βη)＋tanh(β(１－η)) (１２)

式中β决定了投影函数在阈值参数η 附近的陡峭

程度,惩罚效果如图２所示.每迭代１０次将β增

加一倍,从１一直增加到１２８,阈值参数η 取为

０􀆰５.

图２　不同β值的 Heaviside函数惩罚

Fig．２　PenaltyoftheHeavisidefunctionwithdifferentβvalues

３􀆰２　收敛准则

为了判断优化是否收敛到满意的结果,即结构

的每个单元只有一种备选材料的权函数为１,而其

他备选材料对应的权函数为０,为此Lund等[２１]给出

了适用于 DMO方法的收敛判别准则,对每个单元

所有备选材料的权重因子求如下不等式:

wi≥ε w２
１＋w２

２＋􀆺＋w２
n (１３)

其中ε为容忍率,一般ε∈[０􀆰９５~０􀆰９９].如果一

单元中任一权重因子满足不等式(１３),则将此单元

标记为收敛.DMO 的收敛指标hε 可以定义为收

敛的单元数目和单元总数目之比:

hε＝Ne
c/Ne (１４)

当ε取０􀆰９５,且所有单元完全收敛时,那么 DMO
的收敛指标可写为hε＝０􀆰９５＝１.

３􀆰３　灵敏度分析

本文希望在满足压电层合板结构振动方程和

给定约束的条件下,寻求使目标函数f 最小的控

制系数空间分布,其中目标函数选为动柔度,动柔

度是描述在动态(变化的)加载条件下,结构或材料

形变相对于施加力的敏感度的量度,在单一频率动

力学优化问题中,许多学者认为动柔度能够有效衡

量结构的振动程度.约束条件为压电材料的用量,
上述问题的拓扑优化可以描述为

Find　X＝{xi,j}　　(i∈Ne,j∈Ncan)

min　f＝ (FTYR)２ ＋(FTYI)２

S．t．

　

　(－θ２M＋iθ(C＋CA)K)Y＝F

∑
Ne

i＝１xi,２＋∑
Ne

i＝１xi,３＋∑
Ne

i＝１xi,４

Ne

　　　　 ≤volfrac

∑
Ne

i＝１∑
Ncan

j＝１xi,j ≤Ne

　　(i∈ Ne,j∈ Ncan,０≤xmin ≤xi,j ≤１)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(１５)
式中xi,j为第j个备选控制系数在第i对压电传感

器和致动器单元中的密度,Ne 为结构划分的单元

总数,Ncan为备选材料数,volfrac为压电材料的体

积,xi,２xi,３xi,４为压电材料的体积.
采用伴随变量法获取目标函数和约束函数关

于设计变量的灵敏度信息.通过引入振动方程及

其共轭方程,目标函数f(X)可以表示为

L＝f(X)＋μT
１(WY－F)＋μT

２(W－Y－－F)(１６)

其中W－、F－分别为动刚度阵W 和载荷向量F 的共

轭,μ１、μ２ 为伴随向量.将式(１６)对设计变量求

导,可得

dL
dxi,j

＝μT
１

∂W
∂xi,j

Y＋μT
２
∂W－

∂xi,j
Y
－

＋∂YR

∂xi,j
(∂f
∂YR＋μT

１W＋

μT
２W－)＋ ∂YI

∂xi,j
(∂f
∂YI＋iμT

１W －iμT
２W－)(１７)

令两个伴随变量μT
１ 和μT

２ 满足下面的方程

μT
１W ＝１

２
(－∂f

∂YR＋i∂f
∂YI)　

μT
２W－＝１

２
(－∂f

∂YR－i∂f
∂YI)

(１８)

通过求解式(１８)的两个方程,可以得到μT
１ ＝μ

－T
２.

利用式(１８)的伴随变量的解,目标函数对设计变量

的导数可以进一步写成

df
dxi,j

＝２Re(μT
１(iθ∂CA

∂xi,j
)Y) (１９)

因此目标函数f的具体表达可以写为
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∂f
∂YR＝

∂ (FTYR)２＋(FTYI)２
∂YR ＝ FTYRFT

(FTYR)２＋(FTYI)２

∂f
∂YI＝

∂ (FTYR)２＋(FTYI)２
∂YI ＝ FTYIFT

(FTYR)２＋(FTYI)２

(２０)

根据式(２０),与式(１８)联立可以得到

μT
１W ＝－１

２
( FTY

－
FT

(FTYR)２＋(FTYI)２
) (２１)

于是,目标函数对人工设计变量的灵敏度为

df
dxi,j

＝

　
Re{W－１FTY－FT[－θ２ ∂M

∂xi,j
＋iθ ∂C

∂xi,j
＋ ∂K
∂xi,j

]Y}

(FTYR)２＋(FTYI)２

(２２)

３􀆰４　数值实现

优化设计的数值过程如下,首先,初始化设

计变量并定义其他优化参数.初始化设计变量是

为了保证每种备选材料在优化开始时具有相同的

权重,避免陷入局部最优解.然后,对根据 DMO
模型插值公式计算权函数.基于本节提出的非比

例阻尼结构求解方法对动力学问题进行求解,得到

结构动力学响应,最后进行目标函数/约束函数计

算、灵敏度分析等一般步骤,采用 GCMMA求解器

进行设计变量的更新,重复这些步骤直到解决方案

稳定收敛.收敛条件为两次迭代中目标函数的差

小于指定值,图 ３ 的流程展示了更详细的数值

实现.

图３　离散材料优化流程

Fig．３　Flowchartofdiscretematerialoptimization

４　 数值算例

本节给出矩形悬臂压电层合板结构和方形四

边简支压电层合板结构的优化算例.压电层合板

结构由基体层、铺设在基体层上方的压电致动器层

和铺设在基体层下方的压电传感器层结合而成,其
中基体层由铝合金构成,压电层由压电陶瓷 PZT
构成,各部分材料参数列入表１.

表１　材料参数

Tab．１　Materialparameters
材料　　　　 压电陶瓷 铝

弹性模量/GPa 　６１ ７１

泊松比 　０􀆰３５ ０􀆰３５

压电常数e３１/C􀅰m－２ －９􀆰３ —

压电常数e３２/C􀅰m－２ －９􀆰３ —

４􀆰１　矩形压电层合板结构控制系数优化

考虑如图４所示的压电层合板悬臂结构,将压

电层合板结构划分为３２００(４０×８０)个 Mindlin板

单元,其中基体层、压电传感器层和压电致动器层

具有相同的几何尺寸,长１􀆰６m,宽０􀆰８m,其中基

体层的厚度为４×１０－３ m,传感器层和致动器层的

厚度为０􀆰５×１０－３ m.载荷条件为在自由端中点

处施加一个简谐载荷f(t)＝Feiθt,其中载荷的幅值

为F＝２００N,频率为fp ＝４３Hz.速度负反馈控

制中电荷放大器的放大系数Gc ＝１×１０６ V/A,本
算例为每对传感器和致动器提供４种控制系数:

G１ ＝５,G２ ＝１０,G３ ＝２０,G４ ＝０.随着优化进行,每
组传感器和致动器最终会确定一种控制系数,限制

压电材料的用量为５０％.

图４　带有压电层的方形板结构

Fig．４　Squareplatestructurewithpiezoelectriclayer

图５展示了目标函数和收敛率随迭代次数的

变化.在迭代进行到第４０步时,达到了收敛条件.
动柔度由初始设计０􀆰８１６N􀅰m的下降到０􀆰６１１N􀅰m,
可以看出,优化过程中目标函数和收敛率 比较

稳定,没有出现较大的波动,当目标函数趋于收

敛时,DMO 收 敛 率 也 趋 于 收 敛.最 终 设 计 中

DMO收敛率为９０􀆰５４％,这表明拓扑结果是比较

清晰的.

４５７ 计 算 力 学 学 报 　第４２卷　



图５　目标函数及收敛率迭代历史

Fig．５　Objectivefunctionandconvergencerateiterationhistory

图６为宏观拓扑优化结果,黑色区域为压电材

料区域,该区域的单元在除０控制系数以外的四种

备选控制系数中选择了一种,白色区域代表该区域

的一对传感器和致动器选择了０控制系数,视为没

有铺设压电材料.这部分区域的单元在优化收敛

后没有从四种备选控制系数中选择一种.图７为

控制系数分布,白色区域为没有压电材料的区域或

者在优化结束后仍然没有确定控制系数的单元.

图６　宏观拓扑优化结果

Fig．６　Macrotopologyoptimizationresults

图７　压电材料控制系数分布

Fig．７Distributionofcontrolcoefficientsforpiezoelectricmaterials

４􀆰２　方形压电层合板结构控制系数优化

本算例考虑一个四角简支方形压电层合板结

构的控制系数布局优化问题,将压电层合板结构划

分为１６００(４０×４０)个四节点 Mindlin板单元,其中

基体层、压电传感器层和压电致动器层的几何尺寸

相同,长 为 ２􀆰４ m,其 中 基 体 层 的 厚 度 为 ４×
１０－３ m,传 感 器 层 和 致 动 器 层 的 厚 度 为 ０􀆰５×
１０－３ m.载荷条件为在四边简支板中点处施加一

个简谐载荷f(t)＝Feiθt,其中载荷的幅值为F＝
２００N,频率为fp ＝４３Hz.速度负反馈控制中电

荷放大器的放大系数Gc ＝１×１０６ V/A,在本算例

中,为每对传感器和致动器提供４种控制系数:

G１ ＝５,G２ ＝１０,G３ ＝２０,G４ ＝０.随着优化进行,每
一对传感器和致动器最终会确定一种控制系数,限
定压电材料的用量为５０％,考虑了结构前４０阶模

态进行模态降阶.

图８　方形压电悬臂板

Fig．８　Squarepiezoelectriccantileverplate

图９展示了目标函数和收敛率随迭代次数的

变化.优化迭代进行了４１步后达到收敛,可以看

出,优化过程中目标函数和收敛率比较稳定,没有

出现较大的数值波动现象,随着迭代逐渐进行,大
部分压电致动器和传感器都从备选控制系数中确

定了一种控制系数,目标函数和收敛率也逐渐稳定

下来,当优化结束时,DMO收敛率为９５􀆰５６％.实

际工程当中,需要将致动电压限制在压电致动器能

承受的范围内,本文可以通过调整控制系数的大小

防止电压过大,更为正确的做法是在优化列式当中

为每个压电致动器添加约束.

图９　目标函数及收敛率迭代历史

Figure９　Objectivefunctionandconvergencerateiterationhistory

图１０为宏观拓扑优化结果,黑色区域为压电

材料区域,该区域的单元在除０控制系数以外的三

种备选控制系数中选择了一种,白色区域代表该区

域一对传感器和致动器选择了０控制系数,视为没

有铺设压电材料.灰色区域则是带有交叉性能的

单元,这部分区域的单元在优化收敛后没有从四种

备选控制系数中选择一种.图１１为控制系数分

布,白色区域为没有压电材料的区域或者在优化结

束后仍然没有确定控制系数的单元.优化结果呈
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现出高度对称性,这是因为在本算例中,研究结构

和载荷是对称的,由此激起的振动模态也是对称

的,因此在优化结果中压电材料的分布也是对称

的,这也从侧面验证了所提方法的正确性.

图１０　宏观拓扑优化结果

Fig．１０　Macrotopologyoptimizationresults

图１１　压电材料控制系数分布

Fig．１１　Distributionofcontrolcoefficientsforpiezoelectric
materials

５　结　论

本文提出了一种基于多控制系数的压电智能

结构减振优化设计方法.通过引入速度负反馈控

制系数作为设计变量,基于离散材料优化(DMO)
方法,研究了简谐激励作用下压电层控制系数的最

优分布.通过灵敏度分析和伴随变量法,构建了优

化模型,并给出了两个数值算例来验证方法的有效

性.研究结果表明,采用多控制系数作为设计变

量,能够显著提升压电智能结构的振动控制效果,
优化后的结构在动态加载条件下表现出更好的减

振性能.在数值算例中,无论是矩形悬臂结构还是

方形简支结构,通过优化设计均实现了动柔度的显

著下降,验证了所提方法的正确性和实用性.本文

提出的方法可进一步扩展到阻尼材料板、复合材料

板的纤维角度、多电压控制压电智能结构的拓扑优

化设计中.
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Optimizationdesignofvibrationreductionforpiezoelectricintelligent
structuresbasedonmultiplecontrolcoefficients

SUOLiujia１,　YANGShen２,　WANGZe２,　ZHANGXiaopeng∗２,　WANGDazhi１

(１．SchoolofMechanicalEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian１１６０２４,China;

２．SchoolofMechanicsandAerospaceEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian１１６０２４,China)

Abstract:Piezoelectricmaterialshaveadvantagessuchasrapidactuation,easeofpreparation,andlow
energy consumption．Using piezoelectric materials for vibration control can improve structural
performance．Studieshaveshownthatthedistributionofpiezoelectricmaterialscansignificantlyimpact
controleffectiveness．Manyresearchersusetopologyoptimizationtechniquestooptimizethelayoutof
piezoelectricmaterialsorcontrolvoltages．Inthetopologyoptimization ofpiezoelectricintelligent
structures,introducingvariouscontrolcoefficientsasdesignvariablescanachievealargerdesignspace
andfurtherenhancecontrolefficiency．Thispaperstudiestheoptimaldistributionofcontrolcoefficients
forpiezoelectriclayersunderharmonicexcitationbasedontheDiscreteMaterialOptimization(DMO)

method．Usinganegativevelocityfeedbackcontrolstrategyforactivecontrol,dynamiccomplianceis
selectedastheobjectivefunctiontoeffectively measurethestructuralvibrationlevel．Thedesign
variablesarethenegativevelocityfeedbackcontrolcoefficientsforeachpairofpiezoelectricsensorsand
actuators．Sensitivityanalysisisconductedusingtheadjointvariablemethod．Finally,twonumerical
examplesareprovidedtoverifythecorrectnessoftheproposedmethod．

Keywords:piezoelectricintelligentstructure;activecontrol;discretematerialoptimization;materiallayＧ
out
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