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摘　要:基于高阶剪切理论研究了求解双模量夹芯梁的自由振动基频问题.首先假设双模量夹芯梁轴向位移为

沿梁高方向变量的高阶函数,然后利用剪切应变与轴向位移、弯曲挠度微分关系确定了轴向位移表达式,推导出

了双模量夹芯梁的弯曲微分方程,求出了均布载荷作用下的挠度曲线表达式.把该方法计算结果与有关试验结

果进行比较可知,该方法的计算精度非常高.在此基础上把均布载荷作用下的挠度曲线表达式作为双模量夹芯

梁自由振动的振型函数,利用 Galerkin法研究了双模量夹芯梁的自由振动,求得了双模量夹芯梁自由振动的基频

表达式.算例分析表明,双模量夹芯梁基频公式计算精度很高.
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１　引 言

夹芯梁作为结构工程的承力构件在实际工程

中得到推广应用,因此关于夹芯梁的研究文献较

多.很多复合材料夹芯梁由于夹芯材料是双模量

材料,因此这部分复合材料夹芯梁属于双模量夹芯

梁,所以要考虑剪切变形对其弯曲变形的影响.文

献[１]采用高阶剪切变形理论研究了双模量梁的弯

曲,讨论分析了翘曲函数的指数对挠度、正应力的

影响,发现拉压弹性模量的差异对梁的弯曲应力有

较大影响.文献[２]研究了不同模量石墨简支梁的

弹塑性分析及试验,建立了不同模量弯曲梁的弹塑

性分析理论模型.这说明双模量材料结构的力学

性能已引起科研人员的重视.文献[３]研究了泡沫

和轻木夹心复合材料疲劳性能,认为聚氨酯泡沫夹

芯梁的疲劳性能更优且格构的设置可显著提高整

体结构的疲劳寿命.文献[４]研究了泡沫金属夹芯

梁在重复冲击下的动态响应,发现泡沫金属夹芯梁

的塑性变形能增量不断减小而回弹系数随着冲击

次数逐渐增加.文献[５]研究了复合材料格栅增强

夹芯梁弯曲性能,结合平行移轴刚度理论、一阶剪

切理论对夹芯梁的弯曲刚度、最大挠度进行理论分

析.文献[６]研究了多轴向增强拉挤复合材料木夹

芯梁弯曲试验,发现夹芯梁面层发生褶皱破坏.文

献[７]用能量法研究了夹芯梁的弯曲挠度计算,发
现能量法求弯曲挠度不但计算精度高且计算过程

简便.文献[８]研究了剪切效应对夹芯梁弯曲许用

弯矩的影响,认为夹芯梁弯曲时剪切效应对许用弯

矩有一定影响.文献[９]研究了泡桐木复合夹芯板

面内轴向承载能力,文献[１０]研究了泡桐木夹芯层

结构材料的力学性能,发现泡桐木复合夹芯板具有

显著的质轻而承载力高的特点.文献[３Ｇ１０]的研

究说明夹芯梁的弯曲性能已引起科研人员的关注.
文献[１１]研究了考虑剪切效应时双模量梁的自由

振动分析,文献[１２]研究了双模量泡沫铝芯夹层梁

的自由振动分析,文献[１３]在文献[１１,１２]基础上

研究了不同模量铁木辛柯梁的自由振动特性分析.
文献[１１Ｇ１３]主要研究了两端简支双模量梁的自由

振动,因为两端简支双模量梁自由振动的振型函数

可以精确求得,很容易计算出两端简支双模量梁自

由振动的基频.而求解一端简支一端固支梁基频、
两端固支梁基频、悬臂梁基频时,存在需求解超越

方程、计算过程复杂繁琐、求解难度大的困难.基

于上述因素,本文采用高阶剪切理论研究了双模量

夹芯梁自由振动的基频计算.研究结果表明,轴向

位移翘曲指数n＝９时本文方法计算值与弹性理论



解误差最小,轴向位移翘曲指数n＝５时本文方法

计算值与弹性理论解误差最小.本文双模量夹芯

梁挠度方法的计算结果与文献[１０]的试验值相符,
说明采用高阶剪切理论的方法计算结果是可靠的.
把各向同性梁在均布载荷作用下的梁函数作为权

函数,利用 Galerkin原理得到了各向同性梁基频

计算公式的计算结果与经典解的误差很小基本吻

合.本文方法计算夹芯梁自由振动基频时,仅是代

数运算且计算过程非常简便,克服了振动理论计算

一端简支一端固支梁的基频、两端固支梁的基频、
悬臂梁的基频时,存在的需求解超越方程、计算过

程复杂繁琐、求解难度大的不足.本文研究工作为

双模量夹芯梁的计算分析和设计提供了理论依据.

２　双模量夹芯梁静力梁函数

假设夹心层为双模量材料,夹芯层高为h＝h１＋

h２ ,h１ 为夹芯层受拉区高度,h２ 为夹芯层受压区

高度.令双模量夹芯梁截面轴向位移表达式为

ui＝zΦ－znφi (１)

式中i＝１为上表板,i＝２为夹芯层受拉区,i＝３
为夹芯层受压区,i＝４为下表板,n为大于等于３
的奇数,z为截面任意点至中性轴的距离,Φ 为截

面转角,φi 为翘曲函数.

　　由弹性理论可知剪应变与轴向位移和挠度关

系为

γi＝τi

Gi
＝∂ui

∂z＋∂w
∂x

(２)

式中γi 为剪应变,τi 为剪应力,Gi 为剪切弹性模

量,w 为弯曲挠度.

图１　梁截面

Fig．１　Beamsection

假设双模量夹芯梁上下表板很薄,截面剪力Q
全部由夹芯梁承担,可得

z＝－h１　(γ１＝γ２＝０)

z＝h２　(γ３＝γ４＝０)
(３)

利用式(１~３)可以确定轴向位移为

u１＝u２＝zΦ－ zn

nhn－１
１

Φ＋∂w
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷

u３＝u４＝zΦ－ zn

nhn－１
２

Φ＋∂w
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷

(４)

利用式(２,４)可得夹芯层剪力

Q＝∫
h２

０
τ３bdz＋∫

０

－h１
τ２bdz＝C Φ＋∂w

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷ (５)

式中C＝
(n－１)

n Gbh

G＝G２ ＝G３ ＝ E２E３

E２(１＋μ３)＋E３(１＋μ２)
,μ２

为拉伸区泊松比,μ３ 为压缩区泊松比,E２ 为拉伸

区弹性模量,E３ 为压缩区弹性模量.
利用式(４)可得

σ１＝E１
∂u１

∂x

＝E１Z∂Φ
∂x－E１Z

n
Z
h１

æ

è
ç

ö

ø
÷

n－１ ∂Φ
∂x＋∂２w

∂x２
æ

è
ç

ö

ø
÷

σ２＝E２
∂u２

∂x

＝E２Z∂Φ
∂x－E２Z

n
Z
h１

æ

è
ç

ö

ø
÷

n－１ ∂Φ
∂x＋∂２w

∂x２
æ

è
ç

ö

ø
÷

σ３＝E３
∂u３

∂x

＝E３Z∂Φ
∂x－E３Z

n
Z
h２

æ

è
ç

ö

ø
÷

n－１ ∂Φ
∂x＋∂２w

∂x２
æ

è
ç

ö

ø
÷

σ４＝E４
∂u４

∂x

＝E４Z∂Φ
∂x－E４Z

n
Z
h２

æ

è
ç

ö

ø
÷

n－１ ∂Φ
∂x＋∂２w

∂x２
æ

è
ç

ö

ø
÷ (６)

由材料力学可知双模量夹芯梁截面弯矩平衡

方程为

M(x)＝∫
－h１

－(h１＋t１)
σ１zbdz＋∫

０

－h１
σ２zbdz＋

∫
h２

０
σ３zbdz＋∫

(h２＋t２)

h２
σ４zbdz (７)

把式(６)代入式(７)可得

M(x)＝D∂Φ
∂x－D１

∂Φ
∂x＋∂２w

∂x２
æ

è
ç

ö

ø
÷ (８)

式中

D＝１
３E１b(h１＋t１)３－１

３E１bh３
１＋１

３E２bh３
１＋

１
３E３bh３

２＋１
３E４b(h２＋t２)３－１

３E４bh３
２

D１＝ １
n(n＋２)

h１－n
１ E１b(h１＋t１)n＋２－E１bh３

１＋
E２bh３

１＋E３bh３
２＋

h１－n
２ E４b(h２＋t２)n＋２－E４bh３

２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

由式(８)可得
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∂Φ
∂x＝M(x)

D ＋D１

D
∂Φ
∂x＋∂２w

∂x２
æ

è
ç

ö

ø
÷ (９)

利用q(x)＝dQ(x)
dx

,结合式(５)可得

∂Φ
∂x＋∂２w

∂x２ ＝q(x)
C

(１０)

利用式(９,１０)可得双模量夹芯梁弯曲微分方

程为

∂２w
∂x２ ＝－M(x)

D ＋
(D－D１)

DC q(x) (１１)

对式(１１)积分可得双模量夹芯梁挠度曲线方

程

w(x)＝－１
D∬M(x)dxdx＋

(D－D１)
DC ∬q(x)dxdx＋A１x＋A２

(１２)
式中A１ 和A２ 为待定常数.

把式(１１)代入式(６)可得梁截面弯曲正应力公

式为

σ１＝E１M(x)z
D ＋E１D１q(x)z

DC －E１znq(x)
nChn－１

１

σ２＝E２M(x)z
D ＋E２D１q(x)z

DC －E２znq(x)
nChn－１

１

σ３＝E３M(x)z
D ＋E３D１q(x)z

DC －E３znq(x)
nChn－１

２

σ４＝E４M(x)z
D ＋E４D１q(x)z

DC －E４znq(x)
nChn－１

２

(１３)
下面确定双模量夹芯梁截面中性轴位置.由

材料力学可得

∫
h１＋t１

h１
σ１bdz＋∫

h１

０
σ２bdz＝

　　∫
h２＋t２

h２
σ４bdz＋∫

h２

０
σ３bdz

(１４)

假设双模量夹芯梁处于纯弯曲状态,把式(１３)
代入式(１４)可得

h２
１－２a１h１＋a２＝０ (１５)

式中a１＝E１t１＋E４t２＋E３h
E３－E２

a２＝E３h２＋E４t２
２＋２E４ht２－E１t２

１

E３－E２

由式(１)可求得夹芯层拉伸区高度为

h１＝a１± a２
１－a２ (１６)

为了利用 Galerkin原理研究双模量夹芯梁的

自由振动,现计算均布载荷作用下双模量夹芯梁的

挠度曲线表达式.

图２所示简支梁,利用式(１２)梁边界条件可以

求得梁挠曲函数为

w(x)＝ql４

２４D
x４

l４ －２x３

l３ ＋x
l

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

(D－D１)ql２

２DC
x
l －x２

l２
æ

è
ç

ö

ø
÷

(１７)

图２　两端简支

Fig．２　Simplebeam

图３所示一端简支一端固支梁,利用式(１２)及
梁边界条件可以求得梁挠曲函数为

w(x)＝ql４

４８D
２x４

l４ －３x３

l３ ＋x
l

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

D－D１( )ql２

２DC
x
l －x２

l２
æ

è
ç

ö

ø
÷

(１８)

图３　一端简支,一端固支

Fig．３　Proppedcantileverbeam

图４所示两端固支梁,利用式(１２)及梁边界条

件可以求得梁挠曲函数为

w(x)＝ql４

２４D
x４

l４ －２x３

l３ ＋x２

l２
æ

è
ç

ö

ø
÷＋

D－D１( )ql２

２DC
x
l －x２

l２
æ

è
ç

ö

ø
÷

(１９)

图４　两端固支

Fig．４　FixedＧendbeam

对图５所示悬臂梁,利用式(１２)及梁边界条件

可以求得梁挠曲函数为

w(x)＝ql４

２４D
x４

l４ －４x３

l３ ＋６x２

l２
æ

è
ç

ö

ø
÷＋

(D－D１)ql２

２DC
２x
l －x２

l２
æ

è
ç

ö

ø
÷

(２０)
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图５　悬臂梁

Fig．５　Cantileverbeam

３　双模量梁的自由振动

由弹性振动理论可知,梁微段平衡方程为

Q＝∂M
∂x －ρI

∂２Φ
∂t２

∂Q
∂x＋q(x,t)＝ρA

∂２w
∂t２

(２１)

式中

I＝bt１(h２
１＋h１t１)＋bt３

１

３ ＋

bt２(h２
２＋h２t２)＋bt３

２

３ ＋bh３
１

３ ＋bh３
２

３
A＝b(t１＋t２＋h),ρ为梁材料密度.

由式(５,８,２１)可得双模量夹芯梁振动微分方

程为

D∂４w
∂x４ ＋ρA

∂２w
∂t２ －ρI １＋

(D－D１)A
CI

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂４w

∂x２∂t２ ＋

ρIρA
C

∂４w
∂t４ ＝q(x,t)＋

ρI

C
∂２q(x,t)

∂t２ －

(D－D１)
C

∂２q(x,t)
∂x２ (２２)

假设双模量夹芯梁自由振动时的位移函数为

w(x,t)＝Y(x)sin(ωt＋θ) (２３)

式中ω为自由振动基频,θ为初始相位,Y(x)为振

型函数.

在工程实际中,由于工程设计人员一般对结构

的自由振动基频最为关注,因此对式(２２)可令

q(x,t)＝０,且把式(２３)代入式(２２)可得

Dd４Y
dx４ ＋ρIω２ １＋

(D－D１)A
CI

æ

è
ç

ö

ø
÷
d２Y
dx２ ＋

　　ρAω２ ρIω２

C －１æ

è
ç

ö

ø
÷Y＝０

(２４)

把振型函数Y(x)作为权函数代入式(２４),利
用 Galerkin原理可把式(２４)化为

ω４－ B１
C
ρA

＋
(D－D１)

ρI
æ

è
ç

ö

ø
÷＋C

ρI[ ]ω２＋

　　B２DC
ρ２AI ＝０

(２５)

式中 　B１＝－∫
l

０

d２Y
dx２Ydx

∫
l

０
Y２dx

,B２＝∫
l

０

d４Y
dx４Ydx

∫
l

０
Y２dx

利用式(２５)可以求得双模量夹芯梁自由振动

基频为

ω＝

１
２ B１

C
ρA

＋
(D－D１)

ρI
æ

è
ç

ö

ø
÷＋C

ρI[ ]－

１
２ B１

C
ρA

＋
(D－D１)

ρI
æ

è
ç

ö

ø
÷＋C

ρI[ ]
２

－４B２DC
ρ２AI

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

１
２

(２６)

对图２所示简支双模量夹芯梁可取式(１７)为

振型函数,由B１ ,B２ 表达式可求得

B１＝３０６C２l４＋６０４８C(D－D１)l２＋３０２４０(D－D１)２

３１C２l６＋６１２C(D－D１)l４＋３０２４(D－D１)２l２

(２７)

B２＝ ３０２４C２l２＋３０２４０C(D－D１)
３１C２l６＋６１２C(D－D１)l４＋３０２４(D－D１)２l２

(２８)

对图３所示一端简支一端固支双模量夹芯梁

可取式(１８)为振型函数,由B１,B２ 表达式可求得

B１＝２１６C２l４＋９０７２C(D－D１)l２＋１２０９６０(D－D１)２

１９C２l６＋９３６C(D－D１)l４＋１２０９６(D－D１)２l２

(２９)

B２＝ ４５３６C２l２＋１２０９６０C(D－D１)
１９C２l６＋９３６C(D－D１)l４＋１２０９６(D－D１)２l２

(３０)

对图４所示两端固支双模量夹芯梁可取式

(１９)为振型函数,由B１,B２ 表达式可求得

B１＝１２C２l４＋１００８C(D－D１)l２＋３０２４０(D－D１)２

C２l６＋１０８C(D－D１)l４＋３０２４(D－D１)２l２

(３１)

B２＝ ５０４C２l２＋３０２４０C(D－D１)
C２l６＋１０８C(D－D１)l４＋３０２４(D－D１)２l２

(３２)

对图５所示悬臂双模量夹芯梁可取式(２０)为

振型函数,由B１,B２ 表达式可求得

B１＝－１３５C２l４＋７５６C(D－D１)l２＋１５１２０(D－D１)２

１８２C２l６＋１９９８C(D－D１)l４＋６０４８(D－D１)２l２

(３３)

B２＝ ２２６８C２l２＋１５１２０C(D－D１)
１８２C２l６＋１９９８C(D－D１)l４＋６０４８(D－D１)２l２

(３４)

在式(２２)中令C→ ∞ 可求得忽略剪切变形影
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响时双模量夹芯梁的自由振动基频

ω＝ B２D
ρ(A＋B１I) (３５)

在式(３５)中令B１＝０得忽略剪切变形、转动惯

量影响时双模量夹芯梁的自由振动基频

ω＝ B２D
ρA

(３６)

４　算例分析

以图６所示各向同性简支梁为例,讨论分析翘

曲函数的指数n对弯曲挠度、正应力的影响.

图６　简支梁

Fig．６　Simplysupportedbeam

令t１＝t２＝０,E２＝E３ ,由式(１２)给出图６所

示梁中点挠度为

w l
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝５ql４

３８４D
１＋８(１＋μ)(n＋３)h２

５(n＋２)l２[ ] (３７)

当μ＝０２５时,由弹性理论求得图６梁中点挠

度为

w l
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝５ql４

３８４D
１＋２２h２

l２
æ

è
ç

ö

ø
÷ (３８)

利用式(１３)可得图６所示梁中点最大正应力

σmax＝Mmax

W
１＋４(１＋μ)h２

３(n＋２)l２[ ] (３９)

式中Mmax＝ql２

８
,W ＝bh２

６
.

当μ＝０２５时,由弹性理论求得图６所示梁中

点最大正应力为

σmax＝Mmax

W
１＋４h２

１５l２
æ

è
ç

ö

ø
÷ (４０)

把式(３７~４０)的计算结果列入表１和表２.

对表１进行分析,随着指数n逐渐增大,本文方法

求得的挠度计算值逐渐变小,当n＝９时,本文方法

计算值与弹性理论解误差最小.对表２进行分析,

随着指数n逐渐增加,本文方法求得的正应力计算

值逐渐变小,当n＝５时,本文方法计算值与弹性理

论解误差最小.

表１　梁中点挠度(×５ql４

３８４D
)(μ＝０２５)

Tab．１　Midpointdeflectionofbeam
l/h ２ ３ ４ ６ ８ １０ １２

n＝３ １６００ １２６７ １１５０ １０６７ １０３７ １０２４ １０１７

n＝５ １５７１ １２５４ １１４３ １０６３ １０３６ １０２３ １０１６

n＝７ １５５６ １２４７ １１３９ １０６２ １０３５ １０２２ １０１５

n＝９ １５４５ １２４２ １１３６ １０６１ １０３４ １０２２ １０１５

n＝１１ １５３８ １２３９ １１３５ １０６０ １０３４ １０２２ １０１５

n＝１３ １５３３ １２３７ １１３３ １０５９ １０３３ １０２１ １０１５

弹性解 １５５０ １２４４ １１３８ １０６１ １０３４ １０２２ １０１５

表２　最大正应力(×Mmax

W
)(μ＝０２５)

Tab．２　Maximumnormalstress
l/h ２ ３ ４ ６ ８ １０ １２

n＝３ １０８３ １０３７ １０２１ １００９ １００５ １００３ １００２

n＝５ １０６０ １０２６ １０１５ １００７ １００４ １００２ １００２

n＝７ １０４６ １０２１ １０１２ １００５ １００３ １００２ １００１

n＝９ １０３８ １０１７ １００９ １００４ １００２ １００２ １００１

n＝１１ １０３２ １０１４ １００８ １００４ １００２ １００１ １００１

n＝１３ １０２８ １０１２ １００７ １００３ １００５ １００１ １００１

弹性解 １０６７ １０３０ １０１７ １００７ １００４ １００３ １００２

　　为了进一步检验本文方法计算梁挠度的精度,
下面采用本文方法计算文献[１０]三点弯曲试验的

泡桐木夹芯梁的中点挠度.图７为文献[１０]三点

弯曲试验的泡桐木夹芯梁,夹芯梁计算参数为,上
下面板厚度t１＝t２＝２４mm,梁高h＝３８mm,梁宽

b＝８０mm,弹性模量E１＝E４＝８７３０MPa,E２ ＝
E３＝１４６９MPa,剪切模量G＝２０９MPa,计算结果

列入表３~表５.

图７　夹芯梁

Fig．７　Sandwichbeam

由表３可知,随着指数的增大,本文方法计算

结果与试验值的误差越来越小.由表４可知,当

n＝９时本文方法计算结果与试验值的误差最小.
由表５可知,随着指数n的增大,本文方法计算结

果与试验值的误差越来越小,但最小误差也有

７１５　第３期 吴　晓,等:用高阶剪切理论求双模量夹芯梁自由振动基频



１６４０％,超过一般工程允许误差５％.造成误差

较大原因有可能是以下因素,一是夹芯梁在制作过

程存在缺陷;二是加载时压偏产生了扭转;三是夹

芯梁的支承不够理想.从表３~表５可以看出,本
文方法计算结果总体上与试验值相符,说明式(１２)
计算精度是可靠的.

表３　梁中点挠度(单位:mm)
(l＝１５０mm,P＝１９９２kN)

Tab．３　Midpointdeflectionofbeam (Unit:mm)

n ３ ５ ７ ９ １１ １３

本文解 １９１９ １８９５ １８７８ １８６５ １８５２ １８４０

文献[１０]
试验值

１８１

误差/％ ６０２ ４４９ ３７６ ３０４ ２３２ １６６

表４　梁中点挠度(单位:mm)
(l＝３００mm,P＝１９７６kN)

Tab．４　Midpointdeflectionofbeam (Unit:mm)

n ３ ５ ７ ９ １１ １３

本文解 ８１７８ ８１３０ ８０９８ ８０７１ ８０４６ ８０２２

文献[１０]
试验值

８０６

误差/％ １４６ ０８７ ０４７ ０１４ －０１７ －０４７

表５　梁中点挠度(单位:mm)
(l＝４５０mm,P＝１７０２２kN)

Tab．５　Midpointdeflectionofbeam (Unit:mm)

n ３ ５ ７ ９ １１ １３

本文解 １９９８２ １９９２０ １９８７８ １９８４４ １９８１２ １９７８１

文献[１０]
试验值

１６９９

误差/％ １７６１ １７２５ １７００ １６８０ １６６１ １６４３

　　为了说明本方法计算梁自由振动基频的精度,
取各向同性梁计算参数为,b＝０３m,h＝０４m,

E＝３６×１０１０N/m,G＝１５×１０１０N/m,ρ＝７７５７×

１０３kg/m３.
把式(３６)计算的各向同性梁的基频分别列入表

６~表９,以便讨论分析.

　　由基频表６~表９可以看出,本文把各向同性梁

在均布载荷作用下的梁函数作为权函数,利用GalerＧ
kin原理得到了忽略剪切变形、转动惯量影响时各向

同性梁基频计算公式(３６)的计算结果,与振动理论不

考虑剪切变形、转动惯量影响时经典解的误差很小且

基本相吻合,这说明本文方法的计算精度非常高.

表６　简支梁基频(单位:Hz)
Tab．６　Fundamentalfrequencyofsimpledeep

beam(Unit:Hz)

l/m ４ ３ ２ １

式(３６) １５３５５５ ２７２９８７ ６１４２２０ ２４５６８７９

经典解 １５３２９０ ２７２５１５ ６１３１５９ ２４５２６３６

表７　一端简支一端固支梁基频(单位:Hz)
Tab．７　Fundamentalfrequencyofpropped

cantileverdeepbeam(Unit:Hz)

l/m ４ ３ ２ １

式(３６) ２４０２２２ ４２７０６２ ９６０８９０ ３８４３５５８

经典解 ２３９７５９ ４２６２３８ ９５９０３６ ３８３６１４２

表８　两端固支梁基频(单位:Hz)
Tab．８　FundamentalfrequencyoffixedＧenddeep

beam(Unit:Hz)

l/m ４ ３ ２ １

式(３６) ３４９０３５ ６２０５０７ １３９６１４０ ５５８４５６０

经典解 ３４７８３７ ６１８３７７ １３９１３４９ ５５６５３９５

表９　悬臂梁基频(单位:Hz)
Tab．９　Fundamentalfrequencyofcantileverdeep

beam(Unit:Hz)

l/m ４ ３ ２ １

式(３６) ５４９００ ９７６２４ ２１９８０５ ８８２５０６

经典解 ５４６５８ ９７１７０ ２１８６３２ ８７４５２７

注:表６~表９中经典解是指不考虑剪切变形、转动惯量影响时,振动

理论给出的梁基频.

　　为了进一步阐述本方法在双模量夹芯梁自由振

动的基频计算中的应用,取双模量夹芯梁计算参数为

l＝２３０mm,b＝２５mm,h＝２０mm,面板厚度t１＝
t２＝１５mm,E１＝E４ ＝７０GPa,E２＝３１５MPa,E３＝
２８MPa,G＝２５７１MPa,ρ＝７８６９５７kg/m３.把计算

结果列入表１０进行讨论分析.

表１０　双模量夹芯梁基频(单位:Hz)
Tab．１０　Fundamentalfrequencyofdouble

modulussandwichbeam(Unit:Hz)

约束形式 两端简支 一端简支一端固支 两端固支 悬臂

式(２６) ８３０２５２ ８６０６４７ ８７１７５０ ７６３２８２

式(３５) ７３１９８０９ １１４４３０２６ １６６２１３５６ ２６２９５０９

式(３６) ７３５４３５２ １１５０５１９８ １６７１６６６５ ２６２８５７４

经典解 ７３４１６５０ １１４８３０００ １６６５９２９７ ２６１７７８４

　　表１０中本文把双模量夹芯梁在均布载荷作用下
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的梁函数作为权函数,利用Galerkin原理得到了忽略

剪切变形影响时基频计算公式(３５)的计算结果,以及

忽略剪切变形、转动惯量影响时基频计算公式(３６)的
计算结果,与振动理论不考虑剪切变形、转动惯量影

响时经典解的误差不大,这说明转动惯量对双模量夹

芯梁自由振动的基频影响不大.但是,由考虑剪切变

形、转动惯量影响时基频计算公式(２６)的计算结果可

以看出,剪切变形对双模量夹芯梁自由振动的基频影

响相当大.因此计算双模量夹芯梁自由振动的基频

时,即使是细长的双模量夹芯梁也必须要考虑剪切变

形的影响.式(２６,３５,３６)计算夹芯梁自由振动的基频

时,仅是代数运算且计算过程非常简便,而经典振动

理论计算一端简支一端固支梁基频、两端固支梁基

频、悬臂梁基频时,存在需求解超越方程、计算过程复

杂繁琐、求解难度大等不足.

５　结　论

(１)本文利用弹性力学平面问题几何方程,建立

了双模量夹芯梁剪切应变分量与高阶轴向位移分量

和弯曲挠度分量的关系式,推导了双模量夹芯梁上下

表板及拉伸区、压缩区正应力表达式.根据材料力学

平衡原理,推导了双模量夹芯梁弯曲挠度曲线方程,
并给出了双模量夹芯梁拉伸区高度计算公式.

(２)通过算例分析,发现随着指数n逐渐增大,本
文方法求得的挠度计算值逐渐变小,当n＝９时,本文

方法计算值与弹性理论解误差最小.随着指数n逐

渐增加,本文方法求得的正应力计算值逐渐变小,当

n＝５时,本文方法计算值与弹性理论解误差最小.
(３)本文双模量夹芯梁挠度方法的计算结果与文

献[１０]的试验值相符,这说明本文的方法计算结果是

可靠的.本文把各向同性梁在均布载荷作用下的梁

函数作为权函数,利用Galerkin原理得到了忽略剪切

变形、转动惯量影响时各向同性梁基频计算公式的计

算结果,与振动理论不考虑剪切变形、转动惯量影响

时经典解的误差很小,基本相吻合,这说明本文方法

的计算精度非常高.
(４)由考虑剪切变形、转动惯量影响时基频计算

公式的计算结果可以看出,剪切变形对双模量夹芯梁

自由振动的基频影响相当大.因此计算双模量夹芯

梁自由振动的基频时,即使是细长的双模量夹芯梁也

必须要考虑剪切变形的影响.本文方法计算夹芯梁

自由振动基频时,仅是代数运算且计算过程非常简

便,克服了振动理论计算一端简支一端固支梁的基

频、两端固支梁的基频、悬臂梁的基频时,存在的需求

解超越方程、计算过程复杂繁琐、求解难度大的不足.

参考文献(References):
[１]　吴　晓．用高阶剪切变形理论研究双模量梁的弯曲

[J]．力学季刊,２０２３,４４(１):２１０Ｇ２１７．(WU Xiao．ReＧ
searchonthebendingofdouble modulusbeam by
higherＧordersheardeformationtheory[J]．Chinese
Quarterlyof Mechanics,２０２３,４４(１):２１０Ｇ２１７．(in

Chinese))
[２] 赵建华,顾文胤,姚文娟．不同模量石墨简支梁的弹塑性

分析及试验研究[J]．科学技术与工程,２０２１,２１(３):１１１６Ｇ
１１２２．(ZHAOJianＧhua,GU WenＧyin,YAO WenＧjuan．EＧ

lastoplasticanalysisandexperimentalstudyofsimplysupＧ

portedgraphitebeamswithdifferentmoduli[J]．Science
TechnologyandEngineering,２０２１,２１(３):１１１６Ｇ１１２２．(in
Chinese))

[３] 杨翔宇,霍瑞丽,李季乐,等．泡沫和轻木夹芯复合材

料梁疲 劳 性 能 的 对 比 [J]．材 料 科 学 与 工 程 学 报,

２０２２,４０(４):６３５Ｇ６３９,６８６．(YANG XiangＧyu,HUO
RuiＧli,LIJiＧle,etal．FatiguebehaviorcomparisonbeＧ

tweensandwichcompositebeamswithfoamorbalsa
woodcore[J]．JournalofMaterialsScienceandEnＧ

gineering,２０２２,４０(４):６３５Ｇ６３９,６８６．(inChinese))
[４] 朱　凌,郭开岭,余同希,等．泡沫金属夹芯梁在重复

冲击下的动态响应[J]．爆炸与冲击,２０２１,４１(７):６０Ｇ

７０．(ZHU Ling,GUO KaiＧling,YU TongＧxi,etal．
Dynamicresponsesofmetalfoamsandwichbeamsto
repeatedimpacts[J]．ExplosionandShock Waves,

２０２１,４１(７):６０Ｇ７０．(inChinese))

[５] 胡浩中,李华东,梅志远,等．复合材料格栅增强夹芯

梁弯曲性能研究[J]．华中科技大学学报(自然科学

版),２０２１,４９(１０):３６Ｇ４１．(HU HaoＧzhong,LIHuaＧ
dong,MEIZhiＧyuan,etal．Studyonbendingproperty
ofcompositegridreinforcedsandwichbeam[J]．JourＧ
nalof HuazhongUniversityofScienceandTechＧ
nology(NaturalScienceEdition),２０２１,４９(１０):３６Ｇ
４１．(inChinese))

[６] 张玲峰,王　璐,刘伟庆．多轴向增强拉挤复合材料木

夹芯梁弯曲试验[J]．华中科技大学学报(自然科学

版),２０２０,４８(４):１８Ｇ２３．(ZHANGLingＧfeng,WANG
Lu,LIU WeiＧqing．BendingtestofmultiＧaxialreinＧ

forcedpultrudedcomposite woodＧcored beam [J]．
Journalof Huazhong Universityof Scienceand
Technology(NaturalScienceEdition),２０２０,４８(４):

１８Ｇ２３．(inChinese))
[７] 吴　晓．用能量法研究夹芯梁的弯曲挠度计算[J]．复

合材料科学与工程,２０２０,３２３(１２):２１Ｇ２５．(WU XiＧ
ao．Researchonbendingdeflectionofsandwichbeam
byenergymethod[J]．CompositesScienceandEngiＧ
neering,２０２０,３２３(１２):２１Ｇ２５．(inChinese))

９１５　第３期 吴　晓,等:用高阶剪切理论求双模量夹芯梁自由振动基频



[８] 吴　晓．由夹芯梁弯曲谈剪切效应对许用弯矩的影响

[J]．力学与实践,２０２０,４２(６):７９７Ｇ８０１．(WU Xiao．
DiscussionofsheareffectonallowablebendingmoＧ
mentnasedonthebendingofsandwichbeam[J]．MeＧ
chanicsinEngineering,２０２０,４２(６):７９７Ｇ８０１．(in
Chinese))

[９] 洪俊青,刘伟庆,方　海,等．泡桐木复合夹芯板面内

轴向承 载 能 力 分 析[J]．建 筑 结 构,２０１７,４７(２):８４Ｇ
８９,９５．(HONGJunＧqing,LIU WeiＧqing,FANG Hai,

etal．Loadcarryingcapacityanalysisofpaulownia
coresandwichboardunderinＧplaneaxialload[J]．
BuildingStructure,２０１７,４７(２):８４Ｇ８９,９５．(inChiＧ
nese))

[１０]方　海,刘伟庆,陆伟东,等．泡桐木夹层结构材料的

力学性 能 [J]．南 京 工 业 大 学 学 报 (自 然 科 学 版),

２０１１,３３(５):７Ｇ１２．(FANG Hai,LIU WeiＧqing,LU
WeiＧdong,etal．Mechanicspropertiesofpaulownia
coresandwichcomposites[J]．Journalof Nanjing
UniversityofTechnology(NaturalScienceEdition),

２０１１,３３(５):７Ｇ１２．(inChinese))

[１１]吴　晓,黄志刚,杨立军．考虑剪切效应时双模量梁的

自由振 动[J]．振 动 与 冲 击,２０１５,３４(２４):１６０Ｇ１６３,

１７６．(WU Xiao,HUANG ZhiＧgang,YANG LiＧjun．
Naturalvibration ofbimodulous beam considering
sheareffect[J]．Journalof VibrationandShock,

２０１５,３４(２４):１６０Ｇ１６３,１７６．(inChinese))
[１２]吴　晓．双模量泡沫铝芯夹层梁的自由振动分析[J]．

应用 力 学 学 报,２０１８,３５(５):１０７７Ｇ１０８２,１１８８．(WU
Xiao．Freevibrationanalysisofbimodulousaluminum
foamcorelaminatedbeam[J]．ChineseJournalof
AppliedMechanics,２０１８,３５(５):１０７７Ｇ１０８２,１１８８．
(inChinese))

[１３]杨　洋,姚文娟．不同模量铁木辛柯梁的自由振动特

性分析[J]．上 海 大 学 学 报 (自 然 科 学 版),２０１９,２５
(６):９７８Ｇ９８９．(YANG Yang,YAO WenＧjuan．AnalyＧ
ticalsolutionforfreevibrationofTimoshenkobeam
withdifferent modulus[J]．Journalof Shanghai
University(NaturalScienceEdition),２０１９,２５(６):

９７８Ｇ９８９．(inChinese))

Studyonthefundamentalfrequencyoffreevibrationofdoublemodulus
sandwichbeamswithhigherＧordersheartheory

WUXiao∗１,２,　 XIAOZhen１

(１．SchoolofIntelligentBuilding,ChangdeCollege,Changde４１５０００,China;

２．CollegeofMechanicalEngineering,HunanUniversityofArtsandScience,Changde４１５０００,China)

Abstract:BasedonahighＧordersheartheory,thefundamentalfrequencyproblemsoffreeＧvibrationof
doubleＧmodulussandwichbeamswerestudied．Firstly,itwasassumedthattheaxialdisplacementofa
doubleＧmodulussandwichbeam wasahighＧorderfunction withthevariablealongthebeam height
direction．Then,accordingtothedifferentialrelationshipbetweenshearstrainandaxialdisplacementand
bendingdeflection,theexpressionofaxialdisplacementwasdetermined,thebendingdifferentialequation
wasderived,andthedeflectionexpressionofthedoubleＧmodesandwichbeamunderauniformloadwas
obtained．Whenthecalculationresultsofthismethodarecomparedwithrelevanttestresults,itcouldbe
foundthatthemethodhadahighcomputationalaccuracy．Onthebasisofthestudymentionedabove,the
expressionofthedeflectioncurveunderauniformload wasconsideredthe modefunctionoffree
vibrationforthedoubleＧmodulussandwichbeam,thefreevibrationofthedoubleＧmodulussandwich
beamwasstudiedwithGalerkinmethod,andthefundamentalfrequencyexpressionofthefreevibration
wasobtained．Exampleanalysisshowedthatithadahighaccuracyincalculatingthefundamental
frequencyofthedoubleＧmodulussandwichbeam．

Keywords:higherＧordershear;doublemodulus;sandwichbeam;freevibration;fundamentalfrequency
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