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摘　要:采用高阶剪切变形理论来对功能梯度板进行建模.控制微分方程采用基于薄板样条径向基函数的无网

格方法离散.本文的计算结果与已有文献的计算结果进行了比较,两者具有较好的一致性,同时说明薄板样条径

向基函数法在功能梯度板分析中的准确性和有效性.本文提出的考虑层边界离散性的新层合板理论比其他具有

五个全局变量的层合板理论具有更精确的位移和应力.数值算例表明,采用薄板样条径向基函数对功能梯度板

进行静力分析具有较高的精度和良好的收敛性.
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１　引 言

功能梯度材料(Functionallygraded materiＧ
al)[１]指由两种或两种以上不同材料复合而成,且
各组成成分的结构和性能在空间上沿着某一方向

呈连续梯度变化的一种新型非匀质复合材料,可满

足现代航天、航空、工业等高技术领域的特殊需

要[２].其可分为金属/合金、金属/非金属、非金属/
陶瓷、金属/陶瓷、陶瓷/陶瓷等多种组合方式,因此

可以获得多种特殊功能的材料.由于其新颖的材

料可设计性思想和优良的结构性能,近年来引起国

内外学者的广泛关注和研究[３].
目前,许多学者研究了功能梯度板的静力特

性.Li等[４]提出了一种新的广义五变量剪切变形

理论来计算功能梯度板的静力特性.其将具有形

状参数m 的小指数函数乘以经典三角剪切应变形

状函数,以使横向剪切应变在功能梯度板的厚度方

向上更准确地分布.Pandey等[５]提出了一种高阶

分层有限元公式,用于功能材料的静态和动态分析

梯度材料夹层板.其使用混合规则(ROM)计算功

能梯度板的有效材料特性.Rezaei等[６]基于简单

的一阶剪切变形板理论,研究了多孔功能梯度材料

矩形板的自由振动分析.其利用变分法,导出了含

孔隙FG板的运动控制方程.Kumar等[７]提出了

两种新的五变量高阶横向剪切变形理论,用于分析

功能梯度材料板,同时,利用能量原理建立了FGM
板的控制微分方程,实现了基于 Wendland径向基

函数的无网格离散 GDE法.
基于径向基函数的无网格全局配置方法利用

问题域中的所有节点近似求解偏微分方程.文献

[８Ｇ１０]已将其用于分析复合材料层合板的自由振

动和静态变形.最常用的径向基函数包括复合二

次径向基函数、逆复合二次径向基函数、高斯径向

基函数和薄板样条径向基函数.在径向基函数近

似中,形状参数对近似精度有重要影响.复合二次

径向基函数、逆复合二次径向基函数和高斯径向基

函数中形状参数的选择取决于支持域中的节点数

和节点间距.与复合二次径向基函数、逆复合二次

径向基函数和高斯径向基函数相比,薄板样条径向

基函数中形状参数的选择简单而直接,只依赖于偏

微分方程的最高阶数.
本文利用文献[１１Ｇ１６]的各种剪切变形理论和

薄板样条径向基函数来研究功能梯度板的静力特

性.通过将不同形状参数的计算结果与 ZenkＧ



our[１７]的结果进行比较,来选择薄板样条径向基函

数的形状参数.结果表明,当形状参数m＝３时,
计算的结果最快收敛到Zenkour[１７]的解析解,两者

具有较好的一致性.数值算例表明,采用薄板样条

径向基函数对功能梯度板进行静力分析具有较高

的精度和良好的收敛性.

２　控制方程和边界条件

xＧy 平面与层合板的中平面重合,z轴为沿板

厚度的方向.该平面是具有长度a、宽度b和恒定

厚度h的典型矩形板,其几何结构和坐标[１８]如图１
所示.

图１　具有恒定厚度的复合材料层合板的几何结构和坐标

Fig．１　Geometryandcoordinatesofalaminatedcomposite
platewithaconstantthickness

高阶剪切变形理论的位移场[１９]为

U＝u(x,y)－z∂w(x,y)
∂x ＋f(z)ϕx(x,y)

V＝v(x,y)－z∂w(x,y)
∂y ＋f(z)ϕy(x,y)

W ＝w(x,y)

(１)

式中u,v,w,ϕx,ϕy 为板的中平面的五个未知位移

函数.f(z)是横向剪切函数,用于确定横向剪切应

变和应力沿厚度的分布,列入表１.

表１　各种高阶层合板理论的横向剪切函数

Tab．１　Lateralshearfunctionsofvarious
higherＧorderlaminatedplatetheories

序号 理论方法 横向剪切函数

１ Ambartsumain[１１] f(z)＝ z
２

１
４ －z２

３h２( )
２ Aydogdu[１２]

f(z)＝(z)(３)－２(z/h)２
ln３

３ Karama等[１３]
f(z)＝ze－２(z/h)２

４ Levinson[１４] f(z)＝z(１－４z２

３h２
)

５ Shi[１５] f(z)＝ ５
４z １－４z２

３h２( )
６ Soldatos[１６] f(z)＝ h

πsin πz
h( )

　　板截面的翘曲以横向剪切函数为特征.不同

横向剪切函数在板厚度上的分布如图２(a)所示.
此外,横向剪切应力在复合材料层合板的强度分析

中起着非常重要的作用.层合板理论预测的层间

横向剪切应力主要取决于与层合板理论中使用的

横向剪切函数相关的横向剪切应变.各种横向剪

切函数在板厚度上的导数如图２(b)所示.从图２
可以看出,Shi[１５]提出的横向剪切函数与 LevinＧ
son[１４]提出的横向剪切函数在板厚上的分布不同,
尽管这两个横向剪切函数具有相似的多项式形式.

图２　各种横向剪切函数沿板厚度的分布和各种

横向剪切函数沿厚度方向的导数

Fig．２　Distributionofvarioustransverseshearfunctions
alongtheplatethicknessandderivativeofvarious

transverseshearfunctionsalongthethicknessdirection

应变Ｇ位移关系为
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通过将式(１)代入式(２),应变可表示为

εx ＝∂u
∂x－z∂２w

∂x２ ＋f(z)∂ϕx

∂x

εy ＝∂v
∂y－z∂２w

∂y２ ＋f(z)∂ϕy

∂y

γxy ＝∂u
∂y＋∂v

∂x－２z∂２w
∂x∂y＋f(z)∂ϕx

∂y ＋∂ϕy

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

γyz ＝∂f(z)
∂z ϕy

γxz ＝∂f(z)
∂z ϕx

(３)

功能梯度板在全局xＧyＧz 坐标系中的应力Ｇ应

变关系可以写为

σxx

σyy

τxy

τyz

τzx

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

＝

Q１１Q１２ ０ ０ ０
Q１２Q１１ ０ ０ ０
０ ０ Q６６ ０ ０
０ ０ ０ Q４４ ０
０ ０ ０ ０ Q５５

é

ë

ê
ê
ê
ê
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êê

ù

û
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ú
úú

εx

εy

γxy
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γzx

ì
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ï
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þ
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ï
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(４)

其中

Q１１＝E(z)
１－v２

Q１２＝vE(z)
１－v２

Q６６＝Q４４＝Q５５＝ E(z)
２(１＋v)

E(z)＝(Ec－Em)１
２＋z

h
æ

è
ç

ö

ø
÷

p

＋Em

(５)

式中Ec 和Em 分别表示陶瓷和金属的弹性模量,p
为幂律指数,z是从中间平面开始量取的距离,h
是板的厚度.从式(５)可以看出,E(z)＝Ec 在上

表面z/h＝０５,E(z)＝Em 在下表面z/h＝－０５.
功能梯度板的上表面为纯陶瓷,下表面为纯金属.

控制方程由虚功率原理推导而来.

δVε＝δVq (６)
虚应变能可以表示为

δVε＝∭(σxδεx ＋σyδεy ＋τxyδγxy ＋τzxδγzx ＋

τyzδγyz)dxdydz (７)
作用力所做的虚功可以表示为

δVq＝∬qδwdxdy (８)

通过将式(７,８)代入式(６),可得

∭(σxδεx ＋σyδεy ＋τxyδγxy ＋τzxδγzx ＋

　　τyzδγyz)dxdydz＝∬qδwdxdy (９)

通过将式(４)代入式(９),可得

∂Nx

∂x ＋∂Nxy

∂y ＝０

∂Ny

∂y ＋∂Nxy

∂x ＝０

∂２Mx

∂x２ ＋∂２My

∂y２ ＋２∂２Mxy

∂x∂y ＝q

∂Mf
x

∂x ＋∂Mf
xy

∂y －Qf
x ＝０

∂Mf
y

∂y ＋∂Mf
xy

∂x －Qf
y ＝０

(１０)

其中

Nx ＝A１１
∂u
∂x＋A１２

∂v
∂y－B１１

∂２w
∂x２ －B１２

∂２w
∂y２ ＋

E１１
∂ϕx

∂x ＋E１２
∂ϕy

∂y

Ny ＝A１２
∂u
∂x＋A１１

∂v
∂y－B１２

∂２w
∂x２ －B１１

∂２w
∂y２ ＋

E１２
∂ϕx

∂x ＋E１１
∂ϕy

∂y

Nxy ＝A６６
∂u
∂y＋∂v

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷－２B６６

∂２w
∂x∂y＋

E６６
∂ϕx

∂y ＋∂ϕy

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

Mx ＝B１１
∂u
∂x＋B１２

∂v
∂y－D１１

∂２w
∂x２ －D１２

∂２w
∂y２ ＋

F１１
∂ϕx

∂x ＋F１２
∂ϕy

∂y

My ＝B１２
∂u
∂x＋B１１

∂v
∂y－D１２

∂２w
∂x２ －D１１

∂２w
∂y２ ＋

F１２
∂ϕx

∂x ＋F１１
∂ϕy

∂y

Mxy ＝B６６
∂u
∂y＋∂v

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷－２D６６

∂２w
∂x∂y＋

F６６
∂ϕx

∂y ＋∂ϕy

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

Mf
x ＝E１１

∂u
∂x＋E１２

∂v
∂y－F１１

∂２w
∂x２ －F１２

∂２w
∂y２ ＋

H１１
∂ϕx

∂x ＋H１２
∂ϕy

∂y

Mf
y ＝E１２

∂u
∂x＋E１１

∂v
∂y－F１２

∂２w
∂x２ －F１１

∂２w
∂y２ ＋

H１２
∂ϕx

∂x ＋H１１
∂ϕy

∂y

Mf
xy ＝E６６

∂u
∂y＋∂v

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷－２F６６

∂２w
∂x∂y＋

H６６
∂ϕx

∂y ＋∂ϕy

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷ (１１)

Qf
y ＝A４４ϕy,　Qf

x ＝A５５ϕx

Aij ＝∫
h
２

－h
２
Qijdz,Bij ＝∫

h
２

－h
２
Qijzdz

Dij ＝∫
h
２

－h
２
Qijz２dz,Eij ＝∫

h
２

－h
２
Qijf(z)dz
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Fij ＝∫
h
２

－h
２
Qijzf(z)dz

Hij ＝∫
h
２

－h
２
Qijf２(z)dz

　(i,j＝１,２,６)

Aij ＝∫
h
２

－h
２
Qij

∂f(z)
∂z

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

dz　(i,j＝４,５) (１２)

通过将式(１１)代入式(１０)可得位移方面的控

制方程为

　A１１
∂２u
∂x２ ＋A１２

∂２v
∂x∂y－B１１

∂３w
∂x３ －B１２

∂３w
∂x∂y２ ＋

　E１１
∂２ϕx

∂x２ ＋E１２
∂２ϕy

∂x∂y＋A６６
∂２u
∂y２ ＋ ∂２v

∂x∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷－

　２B６６
∂３w

∂x∂y２ ＋E６６
∂２ϕx

∂y２ ＋∂２ϕy

∂x∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷＝０

　A１２
∂２u
∂x∂y＋A１１

∂２v
∂y２ －B１２

∂３w
∂x２∂y－B１１

∂３w
∂y３ ＋

　E１２
∂２ϕx

∂x∂y＋E１１
∂２ϕy

∂y２ ＋A６６
∂２u
∂x∂y＋∂２v

∂x２
æ

è
ç

ö

ø
÷－

　２B６６
∂３w

∂x２∂y＋E６６
∂２ϕx

∂x∂y＋∂２ϕy

∂x２
æ

è
ç

ö

ø
÷＝０ (１３a)

　B１１
∂３u
∂x３ ＋B１２

∂３v
∂x２∂y－D１１

∂４w
∂x４ －D１２

∂４w
∂x２∂y２ ＋

　F１１
∂３ϕx

∂x３ ＋F１２
∂３ϕy

∂x２∂y＋B１２
∂３u

∂x∂y２ ＋B１１
∂３v
∂y３ －

　D１２
∂４w

∂x２∂y２ －D１１
∂４w
∂y４ ＋F１２

∂３ϕx

∂x∂y２ ＋F１１
∂３ϕy

∂y３ ＋

　２B６６
∂３u

∂x∂y２ ＋ ∂３v
∂x２∂y

æ

è
ç

ö

ø
÷－４D６６

∂４w
∂x２∂y２ ＋

　２F６６
∂３ϕx

∂x∂y２ ＋ ∂３ϕy

∂x２∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷＝q

　E１１
∂２u
∂x２ ＋E１２

∂２v
∂x∂y－F１１

∂３w
∂x３ －F１２

∂３w
∂x∂y２ ＋

　H１１
∂２ϕx

∂x２ ＋H１２
∂２ϕy

∂x∂y＋E６６
∂２u
∂y２ ＋ ∂２v

∂x∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷－

　２F６６
∂３w

∂x∂y２ ＋H６６
∂２ϕx

∂y２ ＋∂２ϕy

∂x∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷－A５５ϕx ＝０

　E１２
∂２u
∂x∂y＋E１１

∂２v
∂y２ －F１２

∂３w
∂x２∂y－F１１

∂３w
∂y３ ＋

　H１２
∂２ϕx

∂x∂y＋H１１
∂２ϕy

∂y２ ＋E６６
∂２u
∂x∂y＋∂２v

∂x２
æ

è
ç

ö

ø
÷－

　２F６６
∂３w

∂x２∂y＋H６６
∂２ϕx

∂x∂y＋∂２ϕy

∂x２
æ

è
ç

ö

ø
÷－A４４ϕy ＝０

(１３b)
简支边的边界条件为

x＝０,a:v＝０,ϕy ＝０,w＝０,Mx ＝０,Nx ＝０
y＝０,b:u＝０,ϕx ＝０,w＝０,My ＝０,Ny ＝０(１４)

３　控制方程和边界条件的离散化

式(１３)的解可近似为

u＝∑
N

j＝１
αu

jg(‖X－Xj‖)

v＝∑
N

j＝１
αv

jg(‖X－Xj‖)

w＝∑
N

j＝１
αw

jg(‖X－Xj‖)

ϕx ＝∑
N

j＝１
αϕxjg(‖X－Xj‖)

ϕy ＝∑
N

j＝１
αϕyjg(‖X－Xj‖)． (１５)

其中N 是节点总数,αu
j ,αv

j ,αw
j ,αϕxj ,αϕyj 是５N

未知系数,g(‖X－Xj‖)是径向基函数,‖X－
Xj‖ 是节点X 和节点Xj 之间的距离.本文使用

的函数是薄板样条径向基函数

gj＝r２m
ijlog(rij)　(m＝２,３,４,) (１６)

式中rij ＝ (xi－xj)２＋(yi－yj)２ 表示节点 (xi,

yi)和节点 (xj,yj)之间的距离,m 是形状参数.

图３　通过各种网格分布和形状参数m (Ambartsumain模型)计算

简支方形功能梯度板(a/h＝１０,p＝１)的无量纲位移w
Fig．３　Nondimensionaldisplacementswofasimplysquare

functionallygradedplate(a/h＝１０,p＝１)calculated
bythevariousgriddistributionandshapeparameterm

(Ambartsumainmodel)

图４　由各种网格分布和形状参数m (Karama模型)计算的简支

功能梯度方形板(a/h＝１０,p＝１)的无量纲位移w
Fig．４　Nondimensionaldisplacementswofasimplysquare

functionallygradedplate(a/h＝１０,p＝１)calculatedbythe
variousgriddistributionandshapeparameterm (Karamamodel)
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图５　Ambartsumain模型简支功能梯度方形板的无量纲正应力σy

(a/h＝１０,p＝１)
Fig．５　Nondimensionalnormalstressσyofasimply
squarefunctionallygradedplate(a/h＝１０,p＝１)
calculatedbythevariousgriddistributionandshape

parameterm (Ambartsumainmodel)

图６　Karama模型简支功能梯度方形板的无量纲正应力σy

(a/h＝１０,p＝１)
Fig．６　Nondimensionalnormalstressσyofasimply
squarefunctionallygradedplate(a/h＝１０,p＝１)
calculatedbythevariousgriddistributionandshape

parameterm (Karamamodel)

图７　Ambartsumain模型简支方形功能梯度板的无量纲剪切

应力τxy (a/h＝１０,p＝１)
Fig．７　Nondimensionaltransverseshearstressτxyof

asimplysquarefunctionallygradedplate(a/h＝１０,p＝１)
calculatedbythevariousgriddistributionandshapeparameter

m (Ambartsumainmodel)

径向基函数中的形状参数对近似精度起着重

要作用.薄板样条径向基函数的形状参数的选择

比复合二次径向基函数、逆复合二次径向基函数和

高斯径向基函数的形状参数的选择更加容易,但薄

板样条径向基函数在节点间距为零时存在奇异性

的缺点.为了消除薄板样条径向基函数的奇异性,
当两个节点之间的距离为零时,r２

ij＝r２
ij＋ζ.本文

的无穷小值ζ＝１×１０－３０ .通过数值实验,得到了

无穷小的数值解.当无穷小值小于１×１０－３０ 时,无
法得到结果.

图８　Karama模型简支方形功能梯度板的无量纲剪切剪应力τxy

(a/h＝１０,p＝１)
Fig．８　Nondimensionaltransverseshearstressτxyofasimply

squarefunctionallygradedplate(a/h＝１０,p＝１)
calculatedbythevariousgriddistributionandshape

parameterm (Karamamodel)

　　将式(１５)代入式(１３a),可得离散化控制方程为

∑
N

j＝１
αu

j A１１
∂２g
∂x２ ＋A６６

∂２g
∂y２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

∑
N

j＝１
αv

j A１２
∂２g
∂x∂y＋A６６

∂２g
∂x∂y

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

∑
N

j＝１
αw

j －B１１
∂３g
∂x３ － B１２＋２B６６( )

∂３g
∂x∂y２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

∑
N

j＝１
αϕxj E１１

∂２g
∂x２ ＋E６６

∂２g
∂y２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

∑
N

j＝１
αϕyj (E１２＋E６６)∂２g

∂x∂y＝０

(１７)

　　方程(１３b)和边界条件可以用同样的方式离散.

离散化的控制方程和边界条件可以表示为

Lg
Bg

é

ë
êê

ù

û
úú{α}＝

q
０

é

ë
êê

ù

û
úú (１８)

推导可得

α＝
Lg
Bg

é

ë
êê

ù

û
úú

－１ q
０

é

ë
êê

ù

û
úú (１９)

位移可通过将式(１９)代入式(１５)的第三个公

式来计算,应力可通过式(４)获得.
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表２　简支方形功能梯度板的无量纲应力和位移

(a/h＝１０,p＝１~１０)
Tab．２　Dimensionlessstressanddisplacementof

asimply supportedsquarefunctionallygradedplate
(a/h＝１０,p＝１~１０)

p 方法 w－ σ－x σ－y τ－yz τ－xz τ－xy

１

Zenkour[１７]０９２８７４４７４５２１６９２０５４４６０５１１４１１１４３

本文(Amb)０９２０６４５８１５２２６１３０４８８９０４５８５１００９１

本文(Kar)０９２０６４４５６７２１６６８０４８８９０４５８５１０７６６

本文(Lev)０９２０６４４４２３２１５９８０４８８９０４５８５１０８１６

本文(Ayd)０９２０６４４７６０２１７８７０４８８９０４５８５１０６８１

本文(Sol)０９２０６４３８６９２１５３５０４８８９０４５８５１０８６２

本文(Shi)０９２０６４４０２６２１３０９０４８８９０４５８５１１０２４

２

Zenkour[１７]１１９４０５２２９６２０３３８０５７３４０４７０００９９０７

本文(Amb)１１８２６５３８３５２１４８８０５１５００４１９３０９０５８

本文(Kar)１１８２６５２１２４２０３４６０５１５００４１９３０９６１４

本文(Lev)１１８２６５１９２８２０２６２０５１５００４１９３０９６５５

本文(Ayd)１１８２６５２３８９２０４９１０５１５００４１９３０９５４４

本文(Sol)１１８２６５１１６９２０１８５０５１５００４１９３０９６９２

本文(Shi)１１８２６５１３８３１９９１２０５１５００４１９３０９８２５

３

Zenkour[１７]１３２００５６１０８１８５９３０５６２９０４３６７１００４７

本文(Amb)１３０７０５８１００１９８７４０５０７６０３９１９０９２７５

本文(Kar)１３０７０５５９０８１８６１６０５０７６０３９１９０９７６８

本文(Lev)１３０７０５５６５６１８５２３０５０７６０３９１９０９８０５

本文(Ayd)１３０７０５６２４７１８７７５０５０７６０３９１９０９７０６

本文(Sol)１３０７０５４６８４１８４３８０５０７６０３９１９０９８３８

本文(Shi)１３０７０５４９５８１８１３７０５０７６０３９１９０９９５６

４

Zenkour[１７]１３８９０５８９１５１７１９７０５３４６０４２０４１０２９８

本文(Amb)１３７５２６１２９４１８５２２０４８８５０３７９８０９５８５

本文(Kar)１３７５２５８７３５１７２２６０４８８５０３７９８１００２９

本文(Lev)１３７５２５８４４１１７１３００４８８５０３７９８１００６２

本文(Ayd)１３７５２５９１３１１７３９００４８８５０３７９８０９９７３

本文(Sol)１３７５２５７３０５１７０４３０４８８５０３７９８１００９２

本文(Shi)１３７５２５７６２６１６７３３０４８８５０３７９８１０１９８

５

Zenkour[１７]１４３５６６１５０４１６１０４０５０３１０４１７７１０４５１

本文(Amb)１４２１５６４１８２１７４１６０４５９９０３７９６０９７８５

本文(Kar)１４２１５６１３３０１６１３７０４５９９０３７９６１０１８２

本文(Lev)１４２１５６１００３１６０４３０４５９９０３７９６１０２１１

本文(Ayd)１４２１５６１７７２１６２９９０４５９９０３７９６１０１３２

本文(Sol)１４２１５５９７３７１５９５７０４５９９０３７９６１０２３８

本文(Shi)１４２１５６００９４１５６５１０４５９９０３７９６１０３３３

续表

p 方法 w－ σ－x σ－y τ－yz τ－xz τ－xy

６

Zenkour[１７]１４７２７６４０４３１５２１４０４７５５０４２２７１０５３６

本文(Amb)１４５８４６６９５４１６４７７０４３９７０３８６００９９０３

本文(Kar)１４５８４６３８８１１５２４２０４３９７０３８６０１０２６５

本文(Lev)１４５８４６３５２８１５１５１０４３９７０３８６０１０２９１

本文(Ayd)１４５８４６４３５７１５３９８０４３９７０３８６０１０２１９

本文(Sol)１４５８４６２１６５１５０６８０４３９７０３８６０１０３１６

本文(Shi)１４５８４６２５４９１４７７２０４３９７０３８６０１０４０２

７

Zenkour[１７]１５０４９６６５４７１４４６７０４５４３０４３１０１０５８９

本文(Amb)１４９０５６９６２７１５６６３０４１９４０３９５２０９９８０

本文(Kar)１４９０５６６３７５１４４９００４１９４０３９５２１０３１９

本文(Lev)１４９０５６６００１１４４０４０４１９４０３９５２１０３４４

本文(Ayd)１４９０５６６８７９１４６３８０４１９４０３９５２１０２７６

本文(Sol)１４９０５６４５５９１４３２４０４１９４０３９５２１０３６７

本文(Shi)１４９０５６４９６５１４０４４０４１９４０３９５２１０４４８

８

Zenkour[１７]１５３４３６８９９９１３８２９０４３９２０４３９９１０６２８

本文(Amb)１５１９８７２２０５１４９５４０４０７４０４０４８１００３４

本文(Kar)１５１９８６８９０７１３８５５０４０７４０４０４８１０３６４

本文(Lev)１５１９８６８５２７１３７７４０４０７４０４０４８１０３８８

本文(Ayd)１５１９８６９４１７１３９９４０４０７４０４０４８１０３２２

本文(Sol)１５１９８６７０６４１３７０００４０７４０４０４８１０４１１

本文(Shi)１５１９８６７４７７１３４３７０４０７４０４０４８１０４９０

９

Zenkour[１７]１５６１７７１３８３１３２８３０４２９１０４４８１１０６６２

本文(Amb)１５４７２７４６７３１４３３９０４００４０４１３７１００７３

本文(Kar)１５４７２７１２５７１３３０３０４００４０４１３７１０３９３

本文(Lev)１５４７２７０８６４１３２２６０４００４０４１３７１０４１６

本文(Ayd)１５４７２７１７８６１３４３４０４００４０４１３７１０３５２

本文(Sol)１５４７２６９３４９１３１５６０４００４０４１３７１０４３８

本文(Shi)１５４７２６９７７６１２９０９０４００４０４１３７１０５１５

１０

Zenkour[１７]１５８７６７３６８９１２８２００４２２７０４５５２１０６９４

本文(Amb)１５７３０７７０２８１３８１００３９７２０４２１０１０１０２

本文(Kar)１５７３０７３４８３１２８２８０３９７２０４２１０１０４１９

本文(Lev)１５７３０７３０７６１２７５６０３９７２０４２１０１０４４３

本文(Ayd)１５７３０７４０３２１２９５２０３９７２０４２１０１０３７９

本文(Sol)１５７３０７１５０３１２６８９０３９７２０４２１０１０４６４

本文(Shi)１５７３０７１９４６１２４５４０３９７２０４２１０１０５４０

注:Ambartsumain简写为 Amb;Karama简写为 Kar;Levinson简

写为Lev;Aydogdu简写为 Ayd;Soldatos简写为Sol.

４　数值算例

考虑均布荷载下a/h＝１０的简支方形功能梯

度板.功能梯度板由陶瓷和金属组成.陶瓷和金

属的材料特性如下:
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陶瓷:Ec＝３８０GPa,v＝０３
金属:Em ＝７０GPa,v＝０３
根据式(５),功能梯度材料的杨氏模量随板的

厚度而变化.功能梯度材料的泊松比在整个板的

厚度范围内是恒定的.
横向位移、正应力、面内剪切应力和横向剪切

应力以归一化形式表示.

w－＝１０h３Ecw(a/２,a/２)
q０a４ ,σ－x ＝σx(a/２,a/２,h/２)h

q０a

σ－y＝σy(a/２,a/２,h/３)h
q０a

,τ－xy ＝τxy(０,０,－h/３)h
q０a

τ－yz ＝τyz(a/２,０,h/６)h
q０a

,τ－xz ＝τxz(０,a/２,０)h
q０a

以a/h＝１０,p＝１的功能梯度四边形板为例,
研究了本方法的收敛特性和形状参数的选择.由

Ambartsumain模型和 Karama模型计算的无量纲

位 移w 如 图３和 图４所 示 .由Ambartsumain模

型和 Karama模型计算的无量纲正应力σy 如图５
和图６所示.由Ambartsumain模型和Karama模

型计算的无量纲剪切应力τxy 分别如图７和图８所

图９　沿着简支方形功能梯度板的厚度方向获得无量纲正应力σx

(p＝１,a/h＝１０)
Fig．９　Nondimensionalnormalstressσxthroughthethickness

ofasimplysupportedsquarefunctionally
gradedplate(p＝１,a/h＝１０)

图１０　沿着简支方形功能梯度板的厚度方向获得无量纲正应力σy

(p＝１,a/h＝１０)
Fig．１０　Nondimensionalnormalstressσythroughthe
thicknessofasimplysupportedsquarefunctionally

gradedplate(p＝１,a/h＝１０)

图１１　沿着简支方形功能梯度板的厚度方向获得无量纲剪切应力τxy

(p＝１,a/h＝１０)
Fig．１１　Nondimensionalshearstressτxythroughthethicknessof

asimplysupportedsquarefunctionallygradedplate
(p＝１,a/h＝１０)

图１２　沿着简支方形功能梯度板的厚度方向获得无量纲剪切应力τxz

(p＝１,a/h＝１０)
Fig．１２　Nondimensionalshearstressτxzthroughthethickness

ofasimplysupportedsquarefunctionally
gradedplate(p＝１,a/h＝１０)

图１３　通过简支方形功能梯度板的厚度获得无量纲剪切应力τyz

(p＝１,a/h＝１０)
Fig．１３　Nondimensionalshearstressτyzthroughthethickness

ofasimplysupportedsquarefunctionally
gradedplate(p＝１,a/h＝１０)

示.根据图３~图８,目前使用形状参数m＝３计

算的结果很快收敛到Zenkour[１７]的解析解.文献

[８Ｇ１０]已经采用了形状参数m＝３.在后面的部分

中,使用了形状参数m＝３和节点分布１７×１７.
在研究了本方法的收敛特性和形状参数的选
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择后,将各种剪切变形理论计算的结果与 ZenkＧ
our[１７]的解析解进行了比较.表２列出了简支方

形功能梯度板(a/h＝１０,p＝１~１０)的无量纲应

力和位移.可以发现,目前的结果与Zenkour[１７]的

结果一致,位移和正应力的精度高于剪切应力的

精度.
图９~图１３显示了通过简支方形功能梯度板

厚度的无量纲应力(p＝１,a/h＝１０).根据图９~
图１１,各种剪切变形理论产生紧密的面内剪切应

力和正应力结果.从图１２和图１３可以看出各种

剪切变形理论之间的剪切应力存在显著差异.

５　结　论

本文依据文献[１１Ｇ１６]提出了基于薄板样条径

向基函数的无网格方法离散的各种剪切变形理论,
以分析功能梯度板的静力特性.结果表明,薄板样

条径向基函数法在功能梯度板分析中具有较高的

精度.
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Staticanalysisoffunctionallygradedplatesbasedonthin
platesplineradialbasisfunction

SONG WeiＧwei∗１,２,３,　 XIANGSong１,２,　 ZHAORui１,２

(１．GeneralAviationKeyLaboratoryofLiaoningProvince,ShenyangAerospaceUniversity,Shenyang１１０１３６,China;

２．LiaoningGeneralAviationAcademy,Shenyang１１０１３６,China;

３．DepartmentofCivilAviation,ShenyangAerospaceUniversity,Shenyang１１０１３６,China)

Abstract:Inthispaper,thehighＧordersheardeformationtheoryisusedtomodelfunctionallygraded
plates．Thegoverningdifferentialequationsarediscretizedbyameshlessmethodbasedonthinplate
splineradialbasisfunctions．ThecalculationresultsofthisarticlearecomparedwiththoseofZenkouret
al．,andgoodconsistencybetweenthetwosetsofresultsindicatestheaccuracyandeffectivenessofthe
thinplatesplineradialbasisfunctionmethodintheanalysisoffunctionallygradedplates．Itisclearthat,

thenew laminatedplatetheoryproposedinthisarticlethatconsidersthediscretization oflayer
boundariesproducesmoreaccuratedisplacementandstressthanotherlaminatedplatetheorieswithfive
globalvariables．Numericalexamplesshowthatusingthinplatesplineradialbasisfunctionsforstatic
analysisoffunctionallygradedplateshashighaccuracyandgoodconvergence．

Keywords:thinplatespline;radialbasisfunction;functionallygradedplates;staticanalysis;highＧorder
theory;meshless
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Analyticalalgorithmandinfluenceanalysisofslidingcablestructure
consideringfrictioncontact

ZHU WeiＧhua∗ ,　YANDongＧhuang,　XU HongＧsheng
(SchoolofCivilEngineering,ChangshaUniversityofScienceandTechnology,Changsha４１０００１,Hunan)

Abstract:Inordertostudythegeometricnonlinearityofaslidingcableandthenonlinearityoffriction
contactbetweenacableandapulley,ananalyticalalgorithmforsolvingtheequilibriumstateofasliding
cableisproposed．Accordingtothedifferentialequationofequilibriumconsideringthefrictioneffect
betweentheslidingcableandthepulley,theformulasforcalculatingthemechanicalequilibrium,stressＧ
freelengthandgeometriclengthofthecableatthepulleyarederived．Basedontheconservationof
stressＧfreelengthofthecable,theclosureconditionsofinterＧspanheightandspan,andthemechanical
equilibriumconditionofthepulley,thenonlinearequationsofequilibriumoftheslidingcableunderits
ownweightareestablished．BasedontheconservationofstressＧfreelengthofacablesegment,the
mechanicalequilibriumconditionofacablejoint,themechanicalequilibriumconditionofthepulley,the
closureconditionofheightandhorizontalspacingbetweenspansandtheconservationprincipleofstressＧ
freelengthbetweenadjacentnodesatthepulley,thenonlinearequationsofequilibriumoftheloaded
slidingcableareestablished．Thesolutionoftheequilibriumstateisobtained．Theresultsshowthatthe
algorithmisarefinedalgorithmwhichisclosertotheactualengineeringsituation．Thepulleyradiusand
thefrictioncoefficientcan beproperlyadjustedtochangethestressＧfreelengthandcableforce
distributionofeachcablespan．

Keywords:slidingcablestructure;numericalanalyticalalgorithm;frictioncontact;catenarytheory;

nonlinearequations
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