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摘　要:数值流形方法(NMM)为解决连续和非连续问题提供了一种统一的解决方案,但前提是确保覆盖生成系

统的准确性和稳定性.针对裂纹扩展及新裂纹萌生下的覆盖生成问题,基于 NMM 覆盖系统生成理论开发出一

种覆盖更新方法,该方法简单易实现,能有效消除扩展前裂纹尖端的细化网格,且实现扩展后裂纹尖端的网格细

化.同时,为解决引进裂纹尖端渐进函数后带来的参数继承问题,提出涵盖常规物理覆盖和奇异物理覆盖的参数

继承策略.通过对含有两条初始裂纹的矩形板进行多裂纹扩展和新裂纹萌生测试以及与SCB试样实验结果对

比,验证了所提方法模拟裂纹扩展的准确性.
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１　引 言

数值 流 形 法 NMM[１](Numerical Manifold
Method)作为一种新型数值方法,通过独特的双重

覆盖系统(数学覆盖、物理覆盖)实现了对连续和不

连续问题的统一求解[２],该方法在处理含裂纹、节
理等强不连续结构体力学分析方面优势显著.

NMM 中数学覆盖相对简单,一般可直接采用有限

元网格,流形元是物理覆盖的交集,而物理覆盖是

基于物理网格对数学网格的剖分生成的.物理覆

盖和流形元的确定是进行 NMM 分析的前提,也
是后续计算的关键环节[３,４].

裂纹作为结构物理网格的重要组成部分,当结

构原有裂纹扩展和新裂纹萌生时原有物理覆盖将

受到切割,进而导致新的物理覆盖和流形元的生

成,因此细观非连续变形分析中物理覆盖动态生成

算法一直是数值流形法研究的要点,也是众多学者

关注的焦点.武杰等[５]基于任意四边形数学网格,
研究了复杂多裂纹岩体及其裂纹扩展过程的流形

元生成及物理覆盖编码方法.王水林等[６]基于线

弹性断裂力学理论将 NMM 应用于分析已有裂纹

的扩展,并成功模拟了受压状态下裂纹的扩展过

程.韩有民等[７]基于三角形有限元网格提出了裂

纹扩展后流形法物理覆盖和流形元的生成算法.
徐栋栋等[２]针对裂纹扩展长度和裂纹尖端提出了

一种接触环路生成算法.于长一等[８,９]给出一种

多裂纹扩展的覆盖更新算法,通过对扩展裂纹进行

分类从而实现更新.但上述文献主要探究了含初

始裂纹下的扩展问题,未同时考虑新裂纹的萌生,
致使难以正确体现工程结构的既有裂缝扩展、损伤

开裂和应力重 分 布 全 过 程.为 弥 补 这 一 不 足,

Ning等[１０]提出了一种基于 MohrＧCoulomb准则

的压裂算法模拟三点受弯梁的新裂纹萌生.张国

新等[１１,１２]采用摩尔库伦准则模拟钢筋混凝土结构

新裂纹的生成,裂纹扩展遵循裂尖应力强度因子准

则.显然,当裂纹发生扩展时,为保证裂尖应力强

度因子计算的准确性,需要对新裂纹尖端所在网格

进行细化,同时为减少计算量,需对失去作用的原

裂纹尖端细化网格进行消除.这些工作造成物理

覆盖和流形元的编号及对应顶点序号产生变化问



题的出现,并且伴随着裂纹尖端渐进函数的引入,
裂纹扩展前后流形元的自由度也会发生较大变化,
这又进一步加剧了在每一个计算时步中参数继承

问题的难度.上述文献未见对裂尖网格细化和物理

覆盖自由度剧烈变化问题的处置说明,以及后继非连

续变形分析时下一步对上一步物理覆盖自由度及位

移、速度、应力等参数继承问题的明晰解决方案.
基于此,本文提出一种裂纹扩展下覆盖更新及

参数继承方法,实现多裂纹扩展及新裂纹萌生模

拟,不仅适用于任意裂纹尖端和扩展长度,还可以

消除原本尖端的细化网格并对新裂纹尖端所在网

格进行细化.方法本身简单易行,为 NMM 的实

施提供了一套便捷的处置策略.

２　NMM 覆盖生成简介

对数值流形法(NMM)数学覆盖、物理覆盖和

流形元的生成,以图１为例简要说明.

图１　问题域与数学网格

Fig．１　Problemdomain
andmathematicalcover

图２　物理覆盖编号

Fig．２　Numberof
physicalcover

　　图１中红色区域为结构的物理网格,其中红色

虚线为两条初始裂纹.数学网格采用四边形有限

元网格生成,总计３５个数学网格,生成４８个数学

覆盖.数学网格由物理网格切割形成５６个物理覆

盖,物理覆盖编号见图２,其中内部包含裂纹但没

有受裂纹完全切割的物理覆盖为奇异物理覆盖,图
中共有８个奇异物理覆盖,编号分别为２６,２７,２８,

２９,３４,３５,３６,３７.流形元则是由多个物理覆盖的

交集形成,如图３的流形元１由常规物理覆盖１,

１３,１４,２交集得到;对裂纹尖端所在的单元,需要

对其进行细分,并对形成的流形元加以编号,如图

３所示,细分后形成的流形元编号为３８,３９,４０,４１,

４２,４３,４４,４５,４６,４７.生成覆盖系统和流形元并对

其进行编号是 NMM 工作的关键[１５],从本算例可

见该工作具有一定的挑战性,尤其当裂纹扩展后.

图３　流形元编号

Fig．３　Numberofmanifoldelements

３　裂纹扩展后覆盖和参数

继承问题的处置

３１　覆盖更新方法

NMM在每一个计算步结束后,当判断出新裂纹

萌生或结构既有裂纹发生扩展时,结构的物理覆盖和

流形元各自编号和顶点序号需要进行修改,即更新.
覆盖更新方法的关键步骤是对新出现裂纹段

信息的处理,这里依据新旧裂纹分组处置,若新裂

纹段是既有裂纹的扩展段,则与原裂纹合并为旧裂

纹组,而若新裂纹段是刚萌生的裂纹,则将裂纹段

信息重新设置为一个新的裂纹组.经上述处理,继
而再将新旧裂纹组整合的裂纹信息加入原问题域

几何边界,完成边界条件的更新,据此得出新的物

理覆盖和流形元的编号.覆盖更新方法的整体运

行流程见图４.
对图４需要说明的是,新裂纹萌生遵循 MohrＧ

Coulomb强度准则[１６,１７],裂纹扩展遵循断裂力学

准则[１８],每个流形元中的结点编号和边界域编号

方向均为逆时针.同时,为确保覆盖更新方法适用

于任意裂纹尖端,使其具有更好通用性,并且也能

满足后续应力强度因子的计算,这里针对各种裂纹

尖端位置设计了不同的处理方式,裂纹尖端落在单

元内,则对单元进行细化;尖端落在网格边上,则对

边两侧的单元进行细化;尖端落在节点上,则不发生

变化.此外,更新前需对本步生成的编号及应变等参

数进行统计保存,以便为下节参数继承问题的解决提

供条件.
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３２　参数继承策略

数值流形法是基于荷载步的数值算法,每一步

需要保留应力、位移、速度等大量参数,以便传递到

下一步作为初始参数.各参数均是通过物理覆盖

的自由度体现,需根据物理覆盖的对应关系继承.
由３．１节可知,由于新裂纹萌生或结构既有裂纹扩

展,物理覆盖和流形元已进行了更新,覆盖编号、数
量等相关信息发生改变,必须考虑制定新的策略解

决参数继承问题.

图４　覆盖更新流程

Fig．４　Flowchartofphysicalcoverrenewal

物理覆盖分为常规物理覆盖与奇异物理覆盖

两类.需要说明的是,为提高流形法计算精度,这
里在奇异物理覆盖中引入裂纹尖端渐进函数[１９].
由于裂尖渐进函数的引入,导致含裂纹尖端的奇异

和常规物理覆盖的自由度不同,常规物理覆盖自由

度为２,奇异物理覆盖则为１０,且根据物理覆盖内

裂纹尖端数量的增加其自由度还会增加,因此需要

针对物理覆盖的自由度,即２自由度与１０自由度

(甚至更多)的对应关系进行讨论.根据继承前后

物理覆盖自由度的变化特性,参数继承分为两种情

况,若继承物理覆盖的自由度大于等于被继承物理

覆盖的自由度,则相应自由度全部逐个继承,无对

应关系的自由度设为零;反之,则仅对存在对应关

系的自由度继承,忽略无对应关系的自由度.参数

继承策略的具体流程如图５所示.

４　算例验证

４１　覆盖更新验证

为检验上述覆盖更新方法及参数继承策略的

准确性,仍选取图１所示含有两条初始裂纹的矩形

板为例进行测试.假定在施加一定的荷载后,根据

判断准则确定裂纹发生扩展,得到新的裂纹段信

息,对裂纹新的起点及裂纹尖端的坐标进行更新,
获得如图６的绿色虚线段,其中包含２条已有裂纹

的扩展段以及１条新萌生裂纹段,扩展段裂纹考虑

了交叉情况.

图５　参数继承流程

Fig．５　Flowchartofparameterinheritance

由于裂纹段的更新,物理覆盖和流形元的编号

会产生变化,如图７和图８所示.部分原有的流形

元经由新裂纹分割后会形成新的流形元,如原单元

８切割后生成了单元８和单元９.同样,原有物理

覆盖完全分割后也会形成新的物理覆盖,如图２中

的物理覆盖１１,切割后在图７中变成两个物理覆盖１２
和１３;由于扩张后两条裂纹相交,图２中的物理覆盖

２７则分割成图７中的三个物理覆盖３０,３１和３２.

图６　多裂纹扩展

Fig．６　MultiＧcrack
propagation

图７　裂纹扩展后物理覆盖编号

Fig．７　Numberofphysical
coveraftercrackpropagation
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　　矩形板在发生裂纹扩展及新裂纹萌生后,奇异

物理覆盖由原来的８个变成１０个,且有两个奇异

物理覆盖包含两个裂纹尖端;物理覆盖由原本的

５６个变为６８个;流形元个数由原本的４７变为５５;
自由度由原本的４８×２＋８×１０＝１７６个变为５８×
２＋８×１０＋２×１８＝２３２个.可见覆盖更新方法的

结果完全符合双覆盖系统基本理论,适用于多裂纹

扩展及新裂纹萌生情况下物理覆盖和流形元的生

成及编码.
４２　参数继承验证

裂纹扩展后,导致部分原奇异物理覆盖的奇异

性消失,完全切割形成两个常规物理覆盖,并将新

裂纹尖端所处物理覆盖转变为奇异物理覆盖.同

时,新裂纹萌生又进一步扩充形成了奇异物理覆

盖,并切割生成多个常规物理覆盖.
依据本文的参数继承方法,首先需要确定扩展

前后流形元间的对应关系.从图３和图８可见,裂
纹扩展后原来的细化单元失效且清除,在新裂纹尖

端生成新的细化单元,并且部分流形元由切割生成

多个流形元.扩展前后各流形元对应关系的建立

分类说明如下,(１)扩展前后均为常规流形元,包括

未发生变化和完全切割成两个部分的流形元,如图

３中的流形元１３与图８中的流形元１４;(２)原细化

流形元扩展后变为常规流形元,如图３中的流形元

３８,３９,４０,４１,４２与图８中的流形元２４,２５;(３)原
常规流形元扩展后变为细化流形元,如图３中的流

形元２６与图８中的流形元４６,４７,４８,４９,５０.

图８　裂纹扩展后流形元编号

Fig．８　Numberofmanifoldelementsafterrackpropagation

　　同时,需要明确扩展前后各物理覆盖的对应关

系,这里按覆盖特点示例说明,扩展前后都是常规

物理覆盖,只是编号发生变化,如图２中的物理覆

盖１７与图７中物理覆盖１９;扩展前为奇异物理覆

盖,扩展后分割为两个常物理覆盖,如图２中的物

理覆盖２６与图７中物理覆盖２８和２９;扩展前后

都是奇异物理覆盖只是编号发生变化,如图２中的

物理覆盖２８与图７中物理覆盖３５;扩展前为常规

物理覆盖,扩展后为奇异物理覆盖,如图２中的物

理覆盖２３与图７中物理覆盖２５.
通过上述流形元和物理覆盖的对应情况,可以

确定算例结果完全符合前面所提逻辑关系.据此,
接下来即可按物理覆盖的自由度进行参数继承,需
要注意的是常规物理覆盖和奇异物理覆盖在裂纹

扩展前后发生转换时参数继承的准确性,表１部分

列举了其中两种复杂情况下的位移参数继承结果.
从算例结果可见,本文方法在裂纹扩展时能准

确地找到裂纹扩展前后物理覆盖和流形元的对应

关系,从而实现对参数的正确继承.

表１　参数继承结果对比

Tab．１　Comparisonofparameter
inheritanceresults

分类 情况１ 情况２

阶段 扩展前 扩展后 扩展前 扩展后

物理覆盖编号 ２９ ３６ ２３ ２５

性质 奇异 常规 常规 奇异

自由度数量 １０ ２ ２ １０

位移

９５８EＧ０７

９３５EＧ０７

２７６EＧ０８

２０３EＧ０７

５２９EＧ０８

４６６EＧ０８

１０８EＧ０７

－５６０EＧ０８

－２０３EＧ０８

－４３６EＧ０８

９５８EＧ０７

９３５EＧ０７

４０９EＧ０７

１４２EＧ０７

４０９EＧ０７

１４２EＧ０７

０００

０００

０００

０００

０００

０００

０００

０００

继承情况 成功继承 成功继承

４３　实验对比验证

SCB实验是测试脆性材料,特别是岩石抗拉

强度的有效方法,通常用于研究开发的数值方法的

准确性.Ayatollahi等[２０]测试了包含不同角度中

心裂纹的试样,构件模型如图９所示.试样的半径

R 为 ５０ mm,两 约 束 端 的 长 度 ２S 为 ７２ mm,

S/R＝０７２.荷载P作用在垂直于半圆圆心的中心

线上,计 算 使 用 的 材 料 参 数 为,弹 性 模 量 为

７５５GPa,泊松比为０３,抗拉强度为１６１MPa,断裂

韧度为０９３３×１０６ MPam１/２.模拟中裂纹的长度为

α,α/R为０３,裂纹与荷载作用线的初始角度为β.
图１０为用本文方法模拟的裂纹扩展图与SCB
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实验结果的对比情况.可见本文方法模拟的实件

裂纹扩展轨迹与实验观察结果[２０]走向基本一致.
当β＝０°时,裂纹扩展为纯Ⅰ型,裂纹从裂纹尖端开

始沿裂纹扩展线沿着直线扩展,直至试样完全破

坏.随着裂纹倾角β的增大,裂纹类型逐渐向Ⅱ型

裂纹转变,此时裂纹以与裂纹尖端周围的原始裂纹

线成一定角度的方式开始,然后沿着曲线路径传

播,该曲线路径最终与试样的中心线对齐.

图９　SCB结构

Fig．９　SCBstructuremodel

图１０　本文方法模拟结果与实验结果的对比

Fig．１０　 Comparisonofsimulatedresultswith
experimentalresultsinthispaper

５　结　论

本文提出了一种裂纹扩展后的覆盖更新方法

及参数继承策略,可用于多裂纹扩展及新裂纹萌生

问题的 NMM 模拟.通过含两条初始裂纹的矩形

板进行测试及与SCB试件实验模拟对比,验证了

方法的准确性,主要结论如下.
(１)覆盖更新方法只需要将得到的旧裂纹扩展

信息补充为旧裂纹组的一部分,和新的裂纹萌生信

息作为新的裂纹组,更新结构域几何边界,就可以

实现物理覆盖和流形元及编号的更新,方法简单、
有效、易实现,对多裂纹扩展及新裂纹萌生均适用.

(２)覆盖更新不受裂纹扩展前后裂纹尖端的位

置和数量限制,可实现对裂纹扩展后裂纹尖端网格

细化的同时,消除裂纹扩展前裂尖的细化网格,从
而为后续提升裂纹尖端应力强度因子的计算精度

提供了保证.
(３)参数继承策略能解决覆盖更新后自由度及

位移参数继承问题,并且能有效应对因裂纹尖端渐

进函数引入造成物理覆盖自由度发生剧变的情况,
即能很好地处理常规物理覆盖和奇异物理覆盖扩

展前后的自由度对应关系,可准确实现物理覆盖的

参数继承.
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Manifoldelementcoverrenewalandparameterinheritance
methodundercrackpropagation
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Abstract:Thenumericalmanifoldmethod(NMM)providesaunifiedsolutionforsolvingcontinuousand
discontinuousproblems,withthepremiseofensuringtheaccuracyandstability ofthecovering
generationsystem．A coveringupdating methodisdevelopedbasedonthe NMM coveringsystem
generationtheorytoaddressthecoveringgenerationproblem undercrackextensionandnewcrack
initiation,whichissimpletoimplementandeffectivelyeliminatestherefinementmeshatthecracktip
beforeextension,andrealizesmeshrefinementatthecracktipafterextension．Moreover,todealwiththe
parameterinheritanceissueintroducedbytheintroductionofthecracktipasymptoticfunction,a
parameterinheritancestrategycoveringconventionalphysicalcoverageandsingularphysicalcoverageis
proposed．ByconductingmultipleＧcrackextensionandnewcrackinitiationtestsonrectangularplates
withtwoinitialcracksandcomparingtheresultswithSCBspecimenexperiments,theaccuracyofthe
proposedmethodinsimulatingcrackpropagationisverified．

Keywords:numericalmanifoldmethod;physicalcoverrenewal;parameterinheritance;crackpropagation
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