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超收敛等几何无网格配点法
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摘　要:无网格法和等几何分析采用的形函数或基函数均具有高阶光滑特性,但应用于配点法分析时表现出奇数

次基函数精度掉阶问题.本文以等几何基函数的一致性条件和无网格再生梯度理论为基础,提出了一种超收敛

等几何无网格配点法.首先基于等几何基函数的无网格表示理论,构建了由等几何基函数再生点定义的混合梯

度基向量,发展了一种等几何基函数梯度的无网格衍化形式,数值实现非常简捷.然后,将无网格法中形函数变

换技术和递推梯度算法引入到配点法分析中,构建了变换等几何无网格形函数的二阶递推梯度.该梯度构造形

式与传统等几何基函数梯度相比,满足额外高一阶再生条件,进而为实现超收敛配点法分析提供了保障.最后,

文中通过一系列数值算例系统验证了超收敛等几何无网格配点法的精度和收敛性.数值结果表明,所提方法比

传统等几何配点法具有更高计算精度,且在奇数次基函数下误差收敛阶次比传统方法高两阶,呈现超收敛特性.
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１　引 言

无网格法[１Ｇ４]不依赖于有序的单元拓扑连接关

系,只需离散节点的空间信息便可构建高阶光滑连

续的形函数,有效缓解了网格畸变引起的精度下降

问题.因此,近年来该类方法广泛应用于处理各种

实际复杂工程问题,如薄板壳高阶问题[５]、冲击破

坏分析[６]、裂纹扩展模拟[７]等.然而,无网格形函

数在离散节点上通常不具有插值特性.采用伽辽

金型无网格法进行数值计算时,施加边界条件通常

需要经过特殊处理[８,９],且还需要引入背景网格进

行数值积分,降低了计算效率.另一方面,基于强

形式离散的配点型无网格法不需要数值积分,可直

接施加边界条件,其计算效率一般要高于伽辽金型

无网格法.
传统配点型方法中的刚度矩阵通常不具有对

称性,可能会因求解不稳定产生精度下降等问题.
为了提高该类方法的计算精度,诸多学者做了大量

的研究工作,如最小二乘无网格配点法[１０]、局部径

向基无网格配点法[１１]、自由单元配点法[１２]、有限元

配点法[１３]、稳定配点法[１４]等.需要指出,配点法通

常需要形函数的高阶梯度,而传统无网格形函数的

高阶梯度计算复杂且耗时.因此,Breitkopf等[１５]

利用计算辅助点处的一阶导数构造近似所需要的

二阶导数.Chi等[１６]基于无网格法再生条件构造

了无网格形函数的再生梯度,提高了该类方法实际

应用中高阶梯度的计算效率.此外,传统无网格配

点法存在采用奇数次基函数计算精度掉阶的问题,
王东东等[１７,１８]基于局部截断误差理论和无网格形

函数的一致性条件提出了一套较为系统的配点法

精度度量理论,并通过引入梯度光滑方法建立了二

阶和四 阶 问 题 的 超 收 敛 无 网 格 配 点 法.Qian
等[１９]利用积分约束条件建立形函数梯度并应用于

配点法分析,该方法同样避免了高阶形函数导数的

计算.
与无网格法类似,等几何分析中基函数的高阶

光滑性也使其适用于配点法分析[２０].传统等几何

配点法的精度收敛特性也依赖于基函数阶次的奇

偶性,即采用奇数次B样条基函数进行求解时,场
变量误差收敛率较其基函数阶次下降一阶.为了



提升该类方法的精度收敛阶次,国内外诸多学者对

等几何配点法中配点位置进行了优化研究[２１Ｇ２４].
然而,这些不同类型的超收敛点需要通过误差分析

计算得到.最近,王东东等[２５]通过重构等几何分

析的一致性条件,提出了一种基于 Greville点的超

收敛等几何配点法,该方法将奇数次 B样条基函

数下场变量L２ 和 H１ 误差提升了两阶.值得注意

的是,等几何配点法与无网格配点法具有相同的收

敛规律,但无网格形函数并不具有等几何 NURBS
基函数几何精确的特性.虽然现有等几何基函数

的无网格表示理论[２６Ｇ２８]搭建起了无网格法和等几

何分析方法的连接桥梁,但未解决高阶梯度构造复

杂且计算效率低下的问题.
鉴于此,本文构建了由等几何基函数再生点定

义的混合梯度基向量,通过结合无网格法中再生梯

度的理论思想,提出了等几何基函数梯度的无网格

衍化形式,避免了复杂耗时的等几何无网格形函数

直接梯度计算.以二维二次形函数梯度为例,数值

验证了特定影响域条件下构造的无网格再生梯度

与标准等几何基函数梯度之间等价性;并对比分析

了两者再生条件的稳定性.结果表明,直接梯度的

再生条件并不稳定,而构造的无网格再生梯度在不

同节点序列精确满足不同阶次的再生条件,可直接

用于配点法分析.此外,文中利用无网格形函数变

换理论发展了一种具有插值特性且保持几何精确

特性的变换等几何无网格形函数.在此基础上,引
入无网格法中高效递推梯度构造方法,提出了一种

超收敛等几何无网格配点法.最后,通过一系列典

型算例系统验证了所提方法的精度和收敛性.

２　等几何配点法离散方程

不失一般性,本文考虑如下场变量为u(x)的
控制方程:

u(x)＋b(x)＝０ (x∈Ω)
uu(x)＝g(x) (x∈Γ

u)
tu(x)＝t(x) (x∈Γ

t)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１)

式中 为二阶变分算子,如在势问题和弹性力学

问题中, 分别为拉普拉斯算子和弹性变分算子;

b(x)为体力项或源项; u 和 t 分别代表本质边

界Γ
u

和自由边界Γ
t
算子,g(x)和t(x)为相应预

先给定的Γ
u
和Γ

t
边界值.

在等几何分析中,通常采用具有几何精确性的

NURBS基函数RA(ξ)来离散场变量u(x),相应

近似解uh(x)表示为

uh(x)＝∑
NC

A＝１
RA(ξ)dA (２)

相应计算模型的几何形状描述为

x(ξ)＝∑
NC

A＝１
RA(ξ)PA (３)

式中 {PA}NC
A 为几何描述的控制点,dA 为控制点

PA 对应的场变量系数.
在等几何配点法框架下,将场变量近似式(２)

和几何精度描述式(３)代入控制方程(１),可得到离

散配点方程为

Kd＝f (４)
其中K ,d和f 分别为刚度矩阵、位移系数列向量

和力列向量.

K＝[Ki　Ku　Kt]T

f＝[fi　 fu　 ft]T{ (５)

Ki
AB ＝ [RB(xA)],fi

A ＝－b(xA) xA ∈Ω
Ku

AB ＝ u[RB(xA)],fu
A ＝g(xA) xA ∈Γu

Kt
AB ＝ t[RB(xA)],ft

A ＝t(xA) xA ∈Γt

ì

î

í

ï
ï

ïï

(６)

式中xA＝x(ξ
－
A)为参数空间点ξ

－
A 在物理空间中的

投影点,ξ
－
A 代表等几何参数空间上配点的位置.

在等几何配点法中,配点位置选择是一个关键问

题[２０Ｇ２４].其中,Greville点计算简单且应用广泛,

如二维情况下的 Greville点ξ
－
A 可定义为[２６]

ξ
－
A ＝(ξ

[１]
a ,η

[１]
b )＝(∑

p

i＝１
ξa＋i,∑

p

i＝１
ηb＋i)/p (７)

其中p为配点分析时采用基函数的阶次.

３　等几何分析的无网格表示理论

３１　等几何基函数的再生核无网格表示形式

根据等几何基函数的无网格表示理论[２７],等
几何基函数可采用无网格形式表示为

ΨA(ξ)＝pT(ξ[])M－１(ξ)p(ξ
[]
A )φs(ξ

[１]
A －ξ) (８)

其中ξ
[]
A 为B样条基函数再生点,p(ξ[]

A )为混合基

向量,如二维情况下p次混合基向量为

p(ξ
[]
A )＝{１,ξ

[１]
a ,η

[１]
b ,ξ

[１]
a η

[１]
b ,(ξ

[２]
a )２,(η

[２]
b )２,

ξ
[１]
a (η

[２]
b )２,(ξ

[２]
a )２η

[１]
b ,(ξ

[２]
a )２(η

[２]
b )２,

,(ξ
[p]
a )p,(η

[p]
b )p,,(ξ

[p]
a )p(η

[p]
b )p}T

(９)
矩量矩阵 Μ(ξ)为

Μ(ξ)＝∑
A
p(ξ

[]
A )pT(ξ

[]
A )φs(ξ

[１]
A －ξ) (１０)

式(８)和式(１０)中的核函数φs(ξ
[１]
A －ξ)是以一阶
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再生点ξ
[１]
I 作为无网格离散节点,进而确定影响域

范围内任意计算点的权重值.基于等几何基函数

的无网格表示形式(８),进一步引入控制几何形状

的权重因子,便建立了用于等几何分析的 NURBS

基函数R
－
A(ξ),有

R
－
A(ξ)＝ ΨA(ξ)wA

∑
NP

B＝１
ΨB(ξ)wB

(１１)

其中wA 和wB 为权重因子.
在配点法分析中,往往需要形函数或基函数的

高阶梯度.由于存在矩量矩阵 Μ(ξ),等几何无网

格形函数若采用直接求导构造高阶梯度计算,其结

构形式则会变得更加复杂[２９].与此同时,图１给

出了二次混合基函数下等几何无网格形函数直接

梯度的再生条件数值验证结果,其中黑色圆点为一

阶再生点,黑色菱形点为二阶再生点.从图１可以

看出,等几何无网格形函数直接梯度的多项式再生

条件在分析域内出现了不同程度的振荡现象,无法

保证数值计算结果收敛,从而不便直接应用于配点

法分析.

图１　二次混合基函数下等几何无网格形函数梯度的

再生条件数值验证

Fig．１　Numericalverificationofthereproducingconditions
for２Disogeometricmeshfreeshapefunctionsusing

quadraticmixedbasisfunction

３２　等几何基函数梯度的再生核无网格表示形式

为了消除因矩量矩阵的逆矩阵 Μ－１(ξ)导数

运算导致的形函数梯度再生条件不稳定问题,本文

基于无网格形函数再生梯度理论[２,１６]对等几何基

函数梯度的无网格表述形式进行了重构,具体表

示为

Ψ[p]
A,α(ξ)＝pT

,α(ξ
[])M－１(ξ)p(ξ

[]
A )φs(ξ

[１]
A －ξ)

(１２)
其中多重指标符号α＝(α１,α２,,αnsd

)T ,|α|＝

∑
nsd

i＝１
αi ≤p,nsd 为空间维数.Ψ [p]

A,α(ξ)为无网格形

函数的|α|阶再生梯度.p,α(ξ[])为梯度基向量,如
二维情况下的一阶和二阶梯度基向量为

p,ξ(ξ
[])＝{０,１,０,η,２ξ,０,η２,２ξη,２ξη２,,

pξp－１,０,,pξp－１ηp}T

p,η(ξ
[])＝{０,０,１,ξ,０,２η,２ξη,ξ２,２ξ２η,,

０,pηp－１,,pξpηp－１}T

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

p,ξξ(ξ
[])＝{０,０,０,０,２,０,０,２η,２η２,,

p(p－１)ξp－２,０,,p(p－１)ξp－２ηp}T

p,ηη(ξ
[])＝{０,０,０,０,０,２,２ξ,０,２ξ２,,０,

p(p－１)ηp－２,,p(p－１)ξpηp－２}T

p,ξη(ξ
[])＝{０,０,０,１,０,０,２η,２ξ,４ξη,,０,

０,,p２ξp－１ηp－１}T

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(１３)
由式(１２)可见,等几何基函数梯度的无网格再

生梯度构造形式与式(８)十分类似,从构造上仅是

将式(８)中的基向量p(ξ[])换成了梯度基向量

p,α(ξ[]).在二维情况下,将一阶和二阶梯度基向

量式(１３)代入式(１２)可直接获得相应阶次再生核

无网格表述的等几何基函数梯度,其计算量与形函

数本身相当,显著提高了梯度计算效率.
当无网格核函数的影响域取为等几何B样条

基函数覆盖域的大小时,图２给出了二维情况下二

次B样条基函数梯度的再生核无网格表述结果,
可以看出,采用所提梯度基向量构造的无网格再生

梯度等价于相应B样条基函数梯度.图３给出了

二次基混合函数下无网格再生梯度的再生条件,与
图１等几何无网格形函数直接梯度的再生条件相比,
所提再生梯度在不同节点序列精确满足不同阶次的

多项式再生条件,因此可以直接应用于配点法分析.

图２　二维二次B样条基函数梯度的再生核无网格表述

Fig．２　Reproducingkernelmeshfreerepresentationofthe
gradientsfor２DquadraticBＧsplinebasisfunctions

３４　递推变换等几何无网格形函数再生梯度

通过将基函数变换技术[２５]与等几何基函数的

无网格表示理论[２７]相结合,本文构建了一种具有

插值特性并保持几何精确特性的保形变换等几何

无网格形函数,具体形式为

R̂B(ξ)＝∑
NC

A＝１
T－１

BAR
－
A(ξ),TAB ＝R

－
A(xB) (１４)
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其 中 R̂B(ξ)表 示 物 理 空 间 相 应 Greville 点

xB ＝x(ξ
－
B)的变换形函数.R

－
A(ξ)为采用等几何

无网格形函数表示的 NURBS基函数.为了便于

分析,将 NURBS基函数和形函数均建立在同一个

空间坐标中,即 (ξ,η)＝(x,y).在权重相同的情

况下,NURBS基函数等价于 B样条基函数,进而

等价于等几何无网格形函数.

图３　二维二次混合基函数下无网格再生梯度的再生条件数值验证

Fig．３　Numericalverificationofthereproducingconditionsfor
２Dmeshfreereproducedgradientsusingquadraticmixed

basisfunction

对式(１４)进行微分,可得p次基函数下一阶和

二阶变换梯度

R̂B,α１
(ξ)＝∑

NC

A＝１
T －１

BAR
－[p]
A,α１

(ξ)

R̂B,α１α２
(ξ)＝∑

NC

A＝１
T －１

BAR
－[p]
A,α１α２

(ξ)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１５)

其中R
－[p]
A,α１

(ξ)和R
－[p]
A,α１α２

(ξ)可通过式(１１)求导获

得,但需将其中涉及的相应形函数梯度替换为式

(１２)再生梯度形式.
为了提高二阶梯度的计算效率,进一步引入递

推梯度方法[２５],可得二阶递推变换梯度为

R
~

B,α１α２
(ξ)＝∑

NC

A＝１
R̂A,α２

(ξ)R̂B,α１
(ξ

－
A) (１６)

其中R̂B,α１
(ξ

－
A)为变换等几何无网格形函数R̂B(ξ)

在配点ξ
－
A 处的一阶变换梯度.在物理空间中,p

阶变换等几何无网格形函数的二阶递推梯度的再

生条件,有

∑
NC

B＝１
R
~

B,xx(x)φij(xB －x)＝２δi２δj０

∑
NC

B＝１
R
~

B,yy(x)φij(xB －x)＝２δi０δj２

∑
NC

B＝１
R
~

B,xy(x)φij(xB －x)＝δi１δj１

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(１７)

式中０≤i＋j≤p＋１,所提二阶递推梯度除了满

足传统p阶再生条件外,还满足 (p＋１)阶额外高

阶的再生条件.从图４可以看出,二阶递推变换梯

度不仅在固定离散点(Greville点)满足标准二阶

再生条件,除边界区域外还满足额外高一阶的再生

条件,而二阶变换梯度无法精确满足额外高阶的再

生条件.

图４　二维二次混合基函数下二阶梯度再生条件对比

Fig．４　Comparisonofthereproducingconditionsforthe２D
secondordergradientsusingquadraticmixedbasisfunction

４　超收敛等几何无网格配点法

根据配点法的精度度量理论[１８,１９,２７]可知,形函

数或基函数梯度的额外高阶再生条件是配点法实

现超收敛计算的本质原因.因此,将二阶递推变换

梯度用于配点法分析,便形成了超收敛等几何无网

格配点法,由式(１６)计算得二阶递推变换梯度为

R
~

B,xixj
(ξ

－
C)＝∑

NC

A＝１
R̂A,xj

(ξ
－
C)R̂B,xi

(ξ
－
A) (１８)

方便起见,将 Greville点处的一阶梯度写为矩

阵形式

G[x]＝[G[x]
AB ],G[y]＝[G[y]

AB ] (１９)
其中

G[x]
AB ＝R̂B,x(ξ

－
A),G[y]

AB ＝R̂B,y(ξ
－
A) (２０)

注意到式(１８)描述的二阶递推梯度实质上是由两

个式(２０)所示一阶梯度矩阵相乘得到,具体可写为

G[xx]＝G[x]G[x],G[yy]＝G[y]G[y],G[xy]＝G[y]G[x]

(２１)
相应矩阵元素为

　G[xx]
AB ＝R

~
B,xx(ξ

－
A),G[yy]

AB ＝R
~

B,yy(ξ
－
A)

　G[xy]
AB ＝R

~
B,xy(ξ

－
A) (２２)

对于势问题而言,其刚度矩阵K
~i 为

K
~i＝G[xx]＋G[yy] (２３)

针对弹性力学问题,刚度矩阵K
~i 可写为

K
~i＝K

~ [xx]＋K
~ [yy]＋K

~ [xy] (２４)
其中
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K
~[xx]＝ E

２(１＋ν)

２(１－ν)
１－２ν G[xx] ０

０ G[xx]

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

K
~[yy]＝ E

２(１＋ν)

G[yy] ０

０ ２(１－ν)
１－２νG[yy]

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

K
~[xy]＝ E

２(１＋ν)(１－２ν)
０ G[xy]

G[xy] ０
é

ë
êê

ù

û
úú

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(２５)
式中E 和ν分别为弹性模量和泊松比.

５　数值算例

通过典型数值算例验证所提方法的收敛性和

精度,其中IGC 表示传统等几何配点法,RKIGC
表示基于等几何无网格再生梯度的等几何无网格

配点法,SRKIGC表示基于递推变换梯度的超收敛

等几何无网格配点法.为便于对比分析,算例中的

精度度量采用误差范数形式为

L２Error＝
∑
NC

I＝１

(uI－uh
I)(uI－uh

I)

∑
NC

I＝１
uIuI

(２６)

EnergyError＝
∑
NC

I＝１

(εI－εh
I):(σI－σh

I)

∑
NC

I＝１
εI:σI

(２７)

H１Error＝ {∑
NC

I＝１

[(uI－uh
I)(uI－uh

I)＋∑
nsd

r＝１

(uI,xr －uh
I,xr

)(uI,xr －uh
I,xr

)]}/∑
NC

I＝１

(uIuI＋∑
nsd

r＝１
uI,xr

uI,xr
)

(２８)
式中uI 和uh

I 为场变量u的精确解和数值解,εI 和

σI 为应变和应力精确解列向量,εh
I 和σh

I 为应变和

应力数值解列向量.

５１　二维厚壁圆筒弹性力学问题

考虑图５所示的厚壁圆筒弹性力学问题,该问

题采用的几何尺寸及材料参数分别为,圆筒内径

ri＝２,外径ro＝６,弹性模量E＝１０８ ,泊松比ν＝
０３.在平面应变条件下,假定该问题的精确解为

ux(x)＝sin(π x２＋y２ －ri

ri
)sin y

x２＋y２

uy(x)＝sin(π x２＋y２ －ri

ri
)cos x

x２＋y２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(２９)
基于图５所示厚壁圆筒问题模型的对称性,取

其四分之一模型进行配点法分析,图中求解域的橘

黄色边界线代表位移边界,蓝色边界线代表施加位

移边界或自由边界.方便起见,本文通过式(２９)施
加相应的对称边界及内外径位移边界条件.图６
和图７分别给出了二次和三次基函数下该问题的

Greville配点非均布离散情况.其中,为了表明提

出的方法具有几何精确的特性,在配点离散图中分

别绘制出了相应的等几何网格线.图８给出了三

种配点法在不同基函数下的L２ 和能量误差收敛结

果,可 以 看 出,在 二 次 基 函 数 下 三 种 配 点 法

的误差收敛率均为２阶,与采用基函 数 阶 次 相

同;在三次基函数下IGC和RKIGC方法的误差精

度只能达到２阶收敛,与采用基函数阶次相比降了

一阶,而所提SRKIGC方法实现了(p＋１)阶收敛,

即三次基函数下的误差收敛精度从２阶提升到了

４阶,所提方法可获得额外高两阶的计算精度.

图５　二维厚壁圆筒弹性力学问题描述

Fig．５　Descriptionofthe２Dhollowcylinderelasticity
problem

图６　二次基函数下二维厚壁圆筒问题的 Greville配点

Fig．６　Grevillecollocationpointsforthe２Dhollowcylinder
elasticityproblemusingquadraticbasisfunction

图７　三次基函数下二维厚壁圆筒问题的 Greville配点

Fig．７Grevillecollocationpointsforthe２Dhollowcylinder
elasticityproblemusingcubicbasisfunction
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图８　二次和三次基函数下二维厚壁圆筒问题的收敛结果对比

Fig．８　Convergencecomparisonforthe２Dhollowcylinder
elasticityproblemusingquadraticandcubicbasisfunctions

５２　三维空心圆筒势问题

考虑图９所示的三维圆筒域势问题,圆筒的内

径ri＝１,外径ro＝２,高度H＝１.假定该问题的

精确解具有如下形式

　u(x)＝sin(２πx)＋sin(２πy)＋sin(２πz) (３０)

图９　三维空心圆筒势问题描述

Fig．９　Descriptionofthe３Dhollowcylinderpotentialproblem

由于该问题模型相对于xz 平面和yz 平面对

称,本文利用其四分之一模型进行配点法分析,并
根据精确解式(３０)施加内外径表面和相应对称面

的位移边界条件.同时,二次和三次基函数下

Greville配点离散的分布形式分别绘于图１０和图

１１中,图１２给出了相应的L２ 和H１ 误差收敛率对

比结果.注意到该问题模型离散是非均布的,而

SRKIGC方法相较于IGC和RKIGC方法来说,依
然可以在奇数次基函数下呈现超收敛特性.

图１０　二次基函数下三维空心圆筒势问题的 Greville配点

Fig．１０　Grevillecollocationpointsforthe３Dhollowcylinder
potentialproblemusingquadraticbasisfunction

图１１　三次基函数下三维空心圆筒势问题的 Greville配点

Fig．１１Grevillecollocationpointsforthe３Dhollowcylinder
potentialproblemusingcubicbasisfunction

图１２　二次和三次基函数下三维空心圆筒势问题的收敛结果对比

Fig．１２　Convergencecomparisonforthe３Dhollowcylinder
potentialproblemusingquadraticandcubicbasisfunctions

６　结　论

本文在无网格法中再生梯度理论思想基础上,
构建了由等几何基函数再生点定义的混合梯度基

向量,建立了等几何基函数梯度的无网格等价表述

形式.不同于等几何基函数梯度的递推算法,采用

无网格再生梯度表述形式更为方便直接.二维情

况下的数值验证结果表明,当选取等几何基函数的

覆盖域作为无网格形函数影响域时,所提无网格再

生梯度等价于相应等几何基函数的梯度.此外,与
等几何无网格形函数的直接梯度相比,采用无网格

再生等几何基函数梯度精确满足完备的再生条件,
可直接用于配点法分析.同时,基于无网格法中形

函数变换技术和递推梯度方法,建立了等几何无网

格形函数的递推变换梯度,提出了一种超收敛等几

何无网格配点法.该方法采用位置明确的节点离

散,数值实现简捷,有效解决了传统等几何配点法

采用奇数次基函数求解时的精度掉阶问题.数值

算例结果表明,相较于传统等几何配点法,提出的

方法具有超收敛的特性和显著的计算精度.本文

超收敛等几何无网格配点法融合了等几何分析几

何精确的特性和无网格法自适应离散建模的优点,
未来该方法将在工程结构的大变形分析和损伤破

坏问题等研究领域具有广泛的应用前景.
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Asuperconvergentisogeometricmeshfreecollocationmethod

QIDongＧliang∗ ,　LIUJianＧxiu
(DepartmentofCivilEngineering,HebeiUniversityofWaterResourcesandElectricEngineering,Cangzhou０６１００１,China)

Abstract:Bothmeshfreemethodsandisogeometricanalysisenjoythehighlysmoothshapefunctionsor
basisfunctions．Howeverthe basis degree discrepancyissueis observed forthe meshfree and
isogeometriccollocation analysis．This study presents a superconvergentisogeometric meshfree
collocationmethod,whichisbasedupontheconsistentconditionsofisogeometricbasisfunctionsand
meshfreegradientreproducingtheory．Intheproposedmethod,amixedgradientreproducingbasisvector
isdefinedin accordance withthereproducing kernel meshfreeformulation ofisogeometric basis
functions．Subsequently,ameshfreeframeworkisdevelopedtoconstructthegradientsofisogeometric
basisfunctionsinameshfreefashion,whichavoidsthecostlygradientcomputationofisogeometricbasis
functions,whichistrivialfornumericalimplementation．Meanwhile,thesecondorderrecursivegradients
ofthetransformedisogeometric meshfreeshapefunctionsareestablishedbyintroducingthebasis
transformationtechniqueandtherecursivegradientformulation．Itisnotedthattheproposedrecursive
transformedgradientsmeetextraoneＧorderhigherreproducingconditions,whichprovidesanimportant
safeguardforsuperconvergentcollocationanalysis．Finally,aseriesoftypicalnumericalexamplesare
usedtosystematicallyverifytheconvergenceandaccuracyoftheproposedmethod．Numericalresults
welldemonstratethattheproposedmethodologyexhibitssuperiorcomputationalaccuracyincontrastto
theconventionalisogeometriccollocation,andasuperconvergencewithtwoadditionalordersofaccuracy
isrealizedbytheproposedapproach．

Keywords:meshfreemethod;isogeometriccollocationanalysis;reproducedgradient;recursivegradient;

superconvergence
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