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摘　要:构造了一个八节点四边形混合壳单元 QFUQA８,其中精化非协调膜部分具有 Drilling自由度,采用两种

位移场改进了组合质量矩阵,通过选取不同的精化元参数,来提高单元的计算精度,根据 Airy应力函数的解析解

得到的单元应力场构造插值函数,将 Drilling旋转添加到八节点等参元的位移场确定测试函数;板部分以任意阶

的 Timoshenko梁函数构造单元的边界位移插值,Airy应力函数作为假定应力函数,通过向平均面投影的方式修

正了存在翘曲结构的单元.数值算例表明,构造的平板壳单元能通过非零常剪力分片检验,并且在壳体结构分析

中具有良好的精度和收敛性.
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１　引 言

壳体结构在实际生活中是一种常见的结构,广
泛应用于各行各业.目前对壳体结构的分析一般

采用四种壳单元,即将板单元和膜单元组合而成的

平板壳单元;由三维实体理论引入壳单元假设导出

的退化壳单元;基于三维实体理论并适当简化的实

体壳单元;基于不同的壳单元理论的曲线壳单元.
实际上,很难确定哪种类型的构造方式是最优的,
由于壳体结构的形式和荷载条件的复杂性,得到的

控制方程十分复杂,因此有限元分析是一个适当的

解决方法,已广泛应用于壳体结构分析当中.如有

限元用于薄壁加筋结构分析[１]、模拟加劲肋[２]和超

大型冷却塔风致倒塌机制与失效准则研究[３].
由于平板壳单元的公式简单,计算效率高,因

此在壳体结构中,平板壳单元比其他有限元分析单

元更受欢迎.在平板壳单元中,弯曲和拉伸变形在

小变形时可以独立考虑,因此可以通过膜和板弯曲

单元的叠加生成平板壳单元.同时,平板壳单元的

性能主要取决于构成它的板单元和膜单元的性能.
目前构造膜单元的方法一般有改进的非协调元

法[４]、四边形面积坐标法[５]、样条有限元分析法[６]

及重叠有限元分析法[７]等.
为了引入一种性能良好、精度合适的平板壳单

元,学者们做了大量的研究.针对壳体的线性和非

线性分析,Wu等[８]提出了一种高性能无形状任意

多边形混合应力/位移Ｇ函数平板壳有限元方法,该
单元在线性和几何非线性分析中均具有优异的性

能,在处理复杂荷载分布和网格形状方面具有出色

的灵活性.Sangtarash等[９]提出了一种基于非对

称有限元法构建的四节点四边形平板壳单元,适用

于复杂几何形状、荷载和边界条件的壳结构分析.
类似的,使用 ACM 板弯曲单元和非对称膜单元,

Sangtarash等[１０]提出了一个新的四边形平板壳单

元,尽管所提单元的表述简单,但与其他的壳单元

相比,具有合理的精度和收敛性.
在平板壳单元的分析中,缺乏 Drilling自由度

的膜单元与板弯曲单元结合时会导致单元刚度矩

阵的奇异性,所以采用具有 Drilling自由度的膜单

元构造平板壳单元是更优的选择.在过去的几十

年中,大量的三角形和四边形平板壳单元得到了发

展,并成功地应用于工程分析和设计中.然而现有

的大部分中厚板单元都不能通过增强型分片检验,
不能保证严格收敛,相应的中厚壳体单元也不能满



足严格收敛的要求,因此对中厚壳体单元的进一步

研究是十分有必要的.
本文提出了一个八节点四边形平板壳单元,单

元的每个节点具有６个自由度,包含三个平移自由

度和三个转动自由度.单元由一个精化的非协调

膜单元和一个高阶四边形板单元组合而成.膜单

元中两种不同类型的位移场分别用于测试和试验

功能.膜单元的测试函数基于八节点四边形单元

的Serendipity插值函数,并通过顶点旋转来增强

测试函数,采用 Huang等[１１]提出的方法,沿着单

元的边缘插值,将 Drilling自由度添加到位移场

中.假定的试验函数是由混合应力函数单元中的

Airy应力函数的解析解得到的,并采用拟协调方

法[１２,１３]定义试验函数与节点自由度之间的关系.
接着采用精化元法引入可调常数,得到精化的质量

矩阵,构造出一个计算分析精度更高的膜单元.板

单元基于Li等[１４]提出高阶假定应力四边形单元,
并改进了单元的假定应力函数,使用 Airy应力函

数构造假定应力.为了评价提出的壳单元的性能,
计算了几个经典的数值问题,并将所得结果与现有

的一些壳单元进行了比较.

２　八节点四边形平板壳单元

２１　改进的非协调精化膜单元

QFUQA８单元的膜组件是一个具有 Drilling
自由度的精化非协调八节点四边形膜单元,参考

Shang等[１５]提出的改进的非对称有限元方法,使
用精化元法引入了一个具有可调常数的简单显示

表达式,得到了单元的精化质量矩阵.对于单元的

每个节点,有沿着x(ui)轴和y(vi)轴的两个平移

自由度和沿着z(θzi)轴的一个 Drilling旋转自由

度,单元的节点的位移为

qT
m ＝[u１　v１　θz１　u２　v２　θz２u８　v８　θz８]

(１)
膜单元的构造考虑了两种不同的位移场作为

测试函数和试验函数,首先采用一种基于八节点等

参元变换的Drilling旋转位移场,定义了膜单元的

测试函数.构造的位移场为
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式中 (xi,yi)是膜单元中第i个节点的节点坐标,

x＝∑
８

i＝１
Nixi ,y＝∑

８

i＝１
Niyi ,Ni是八节点等参元的

插值形函数,
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其中 对于i＝１~４,６,８,ξi＝[－１,１,１,－１,１,

－１];对于i＝１~５,７,ηi＝[－１,－１,１,１,－１,

１],(ξ,η)是自然坐标系中单元的节点坐标.
为了增加膜单元的自由度,沿单元边缘位移插

值计算Drilling旋转,得到八节点四边形膜单元的

Drilling旋转自由度.显然,考虑的位移场满足单

元内的相容性,因此单元的应变场为
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　　　　(i＝１~８) (６)
在不涉及位移场的前提下,单元的试验函数可

以在非对称有限元分析中独立假设.对于提出的

膜单元,试验函数是一个应力场,定义为

σ̂＝Smβm (７)
其中βm 是未知系数向量,Sm 是从笛卡尔坐标系中

的 Airy应力函数导出的应力矩阵[１６].
在应力插值矩阵中,每一列都是平面问题的一

组应力解,这些解应遵从由低阶到高阶的规则,并
且在笛卡尔坐标系下具有完备性.对于膜单元,取
前２１个基本解析解在与考虑的板弯曲单元结合时

具有更好的性能.非对称有限元分析的主要难点

在于求解节点位移与假定应力场的关系,定义这种

关系的最佳解决方案之一是基于加权残值法的准

一致性技术[１２,１３],该方法的基本思想是弱化应变Ｇ
位移方程和平衡方程.得到结点位移与应力关系,
根据上述测试函数与试验函数,由虚功原理[９]求得

膜单元的单元刚度矩阵Km .
为了提高膜单元计算分析的精度,采用精化元
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法来精化质量矩阵以用于有限元方法的特征值问

题,通过组合单元位移插值得到新的质量矩阵.薄

膜的自由振动方程为

(K－ω２Mm)Φ＝０ (８)
其中K是膜单元的整体刚度矩阵,Mm 是整体质量

矩阵,Φ是模态形状,ω是固有频率.振动问题本

质上是一个广义特征值问题,特征值为固有频率的

平方,特征向量为振型.本文采用的八节点单元位

移插值函数表示的膜单元横向位移具体形式为
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另外一种采用四节点位移插值函数下的膜单
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Ni′＝１
４

(１－ξiξ)(１＋ηiη)　(i＝１~４)

(１４)
所以,新的横向位移函数为

u∗ ＝u＋α(u－u′) (１５)

v∗ ＝v＋α(v－v′) (１６)
其中α是一个可调参数,用于提高单元的计算精

度,最终的精化质量矩阵的形函数形式为

[u∗v∗]T ＝ [u＋α(u－u′)　v＋α(v－v′)]T ＝Nq
(１７)

单元质量矩阵为

Me＝∬ρNTNdxdy (１８)

其中ρ是材料的质量密度.

２２　高阶杂交应力板单元

QFUQA８单元的板组件是一个高阶八节点四

边形 MindlinＧReissner板单元,单元基于 Li等[１４]

提出高阶假定应力四边形单元,改进了单元的假定

应力函数,采用 Airy应力函数可以在保持计算精

度的前提下选取更少的应力项数,降低了计算复杂

度.单元的每个节点具有一个平移自由度和两个

旋转自由度,节点位移为

qT
p ＝[ω１　θx１　θy１　ω２　θx２　θy２ω８　θx８　θy８]

(１９)
对于板单元,采用两个位移函数F 和f 求出

挠度ω 、转角θx 和θy 的解析解.在一般情况下,单
元不存在边缘效应,边缘效应函数f 可以忽略,因
此单元位移可以只用整体位移函F 表示.将单元

位移代入 Mindlin板单元的几何方程和本构方程,
得到单元内部应力向量RP 为

Rp ＝
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＝Spβp (２０)

其中Sp 是前N 项Airy应力插值矩阵,具体形式列

入表１.
如图１所示,如果将四边形的任意一条边看作

是梁单元,以１Ｇ２边为例,运用任意阶的 TimoshＧ
enko梁函数,得到单元边界上的位移插值

w~ ＝I１w１＋I２w２＋I５w５－I０L(－θn,１＋２θn,５－θn,２)＝
I１w１＋I２w２＋I５w５－I０[(－θx,１＋２θx,５－
θx,２)b＋(－θy,１＋２θy,５－θy,２)a]

θ
~
x ＝I１θx,１＋I２θx,２＋I５θx,５,θ

~
y ＝I１θy,１＋

I２θy,２＋I５θy,５ (２１)
式中I１＝L１(２L１ －１),I２ ＝L２(２L２ －１),I５ ＝

４L１L２,I０＝１
３L１L２(L２ －L１),L１ ＝１－s

L
,L２ ＝

s
L

,L是１Ｇ２边的长度,s是边界１Ｇ２的参数坐标.

图１　八节点四边形单元

Fig．１　EightＧnodequadrilateralplateelement

　　建立杂交应力单元的余能泛函为

Πe＝∫Ve

１
２MTD－１

p Mdv－∫Se
TTu~ds (２２)

其中M,T和u~ 分别为内力、边界力和边界位移,

Dp 是弹性矩阵.建立杂交应力单元需要假定如下

变量,即
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表１　板单元假定应力函数

Tab．１　Assumedstressfunctionoftheplate
element

i １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

Mxi ２ ０ ２μ ６x ２y ２μx ６μy ６xy

Myi ２μ ０ ２ ６μx ２μy ２x ６y ６μxy

Mxyi ０ １－μ０ ０ ２(１－μ)x２(１－μ)y ０ ３(１－μ)x２

Txi ０ ０ ０ ６ ０ ２ ０ ６y

Tyi ０ ０ ０ ０ ２ ０ ６ ６x

i ９ １０ １１ １２

Mxi ６μxy 　１２(x２－μy２)１２(１－μ)
(y２－x２)

　６xy２＋μ(２x３－
　１２xy２)

Myi ６xy －１２(y２－μx２)１２(１－μ)
(x２－y２)

　６μxy２＋２x３－
　１２xy２

Mxyi ３(１－μ)y２　０ ２４xy(１－μ) 　(１－μ)(６x２y－
　４y３)

Txi ６y 　２４x ０ 　６(x２－y２)

Tyi ６x －２４y ０ －１２xy

i １３ １４ １５

Mxi
　１０μx３－２０x３＋
　３０xy２

　６μx２y＋２y３－
　１２x２y

１０y３＋μ(－２０y３＋
３０x２y)

Myi
　１０x３＋μ(－２０x３＋
　３０xy２)

　６x２y＋μ(２y３－
　１２x２y)

１０μy３－２０y３＋
３０x２y

Mxyi　３０(１－μ)x２y
　(１－μ)(６xy２－
　４x３) ３０(１－μ)xy２

Txi －３０x２＋３０y２ －１２xy ６０xy

Tyi 　６０xy 　６(y２－x２) ３０(x２－y２)

i １６ １７

Mxi －２０μxy３＋２０x３y 　６０(１－μ)(xy３－x３y)

Myi －２０xy３＋２０μx３y 　６０(１－μ)(x３y－xy３)

Mxyi 　５(１－μ)(x４－y４) －１５(１－μ)(x４－６x２y２＋y４)

Txi 　６０x２y－２０y３ 　０

Tyi 　２０x３－６０xy２ 　０

i １８ １９

Mxi
　３０x４－１２０x２y２＋１０y４＋
　μ(－２０x４＋６０x２y２)

－２０y４＋６０x２y２＋μ(３０y４－
　１２０x２y２＋１０x４)

Myi
－２０x４＋６０x２y２＋
　μ(３０x４－１２０x２y２＋１０y４)

　３０y４－１２０x２y２＋１０x４＋
　μ(－２０y４＋６０x２y２)

Mxyi 　４０(１－μ)(－２x３y＋xy３) 　４０(１－μ)(－２xy３＋x３y)

Txi 　４０x３－１２０xy２ 　４０x３－１２０xy２

Tyi 　４０y３－１２０x２y 　４０y３－１２０x２y

i ２０ ２１

Mxi
　４２(－２x５＋１０x３y２)＋
　４２μ(x５－５xy４)

　４２０(－x４y＋x２y３)＋
　４２μ(５x４y－y５)

Myi
　４２(x５－５xy４)＋
　４２μ(－２x５＋１０x３y２)

　４２(５x４y－y５)＋
　４２０μ(－４x４y＋x２y３)

Mxyi 　４２(１－μ)(５x４y－y５) 　８４(１－μ)(５x３y２－x５)

Txi －２１０(x４－６x２y２＋y４) －８４０(x３y－xy３)

Tyi 　８４０(x３y－xy３) －２１０(x４－６x２y２＋y４)

M＝Spβp

u~ ＝Npqp

T＝LpSpβp

(２３)

其中Np 和qp 是相应的位移插值矩阵和节点载荷

矩阵,Lp 是边界法线的方向余弦矩阵.
将式(２３)代入泛函(２２),得

Πe＝１
２β

T
pMpβp－βT

pHpqp (２４)

其中

Mp ＝∫Ve
ST

pD－１
pSpdv (２５)

Hp ＝∫Se

(LpSp)TNpds (２６)

由变分∂Πe

∂βp
＝０,得

βp ＝M－１
p Hpqp (２７)

将式(２７)代入式(２４),可得板单元的单元刚度

矩阵

Kp ＝HT
pM－１

p Hp (２８)

２３　平板壳单元的组合

平板壳单元的一般方程为

Km ０
０ Kp

é

ë
êê

ù

û
úúq＝f (２９)

其中壳单元的单元刚度矩阵是将膜单元和板单元

的单元刚度矩阵组合[１７]而成,q和f分别为结点位

移和单元载荷矢量,单元的单个节点自由度如图２
所示.

图２　平板壳单元的节点自由度

Fig．２　Nodaldegreesoffreedomofflatshellunits

２４　翘曲单元的修正

对于存在翘曲几何形状的平板壳单元,单元的

节点不共面,需要在单元刚度矩阵变换为整体刚度

矩阵前进行修正.单元刚度矩阵通过角节点在平

均平面上的投影计算,通过连接每个边缘中心的点

形成平均面,然后确定每个单元节点与其在平均面

上的投影距离,具体形式如图３所示.
翘曲单元在局部坐标系下的刚度矩阵定义为

Klocal＝WKMeanplaneWT (３０)
其中W 是平板壳单元的修正矩阵,对于单元的第i
个节点,修正矩阵的子矩阵为
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Wi＝

１ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０
０ zi ０ １ ０ ０

－zi ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(３１)

图３　翘曲壳单元的平均面

Fig．３　Meansurfaceofthewarpedshellunit

３　数值实验

为了评价 QFUQA８单元的性能,选取几个数

值问题,包括分片检验、具有固支和简支边界条件

的方板、具有简支和固支边界条件的圆板、悬臂梁、
夹紧圆柱等.此外,将单元的计算结果和一些比较

著名的平板壳单元进行了比较.

３１　分片检验

分片检验是检验单元收敛性最为实用且高效

的方法,并且还能用于构造具有收敛性的单元.如

图４所示,为了验证单元的收敛性,考虑了五个单

元的常应力分片检验.
膜单元分片检验的检验函数为

u＝１０－３(x＋y/２),v＝１０－３(y＋x/２) (３２)
将给定的检验函数作为边界条件施加在边界

节点,再通过有限元法求解内部节点的位移.若运

用有限元法求得的内部结点位移与使用检验函数

计算得到的位移精确解一致,则称单元可以通过分

片检验.

图４　分片检验

Fig．４　Patchtest

在给定的边界条件下,膜单元的材料参数取

E＝１×１０６ ,μ＝００２５,t＝０００１,分片检验结果

列入表２.结果表明,QFUQA８单元精确地收敛

于解析解,通过常应力分片检验.

表２　膜单元分片检验节点１数值结果

Tab．２　Numericalresultsofnode１ofMembrane
elementpatchtest

Model u v σx σy τxy

QFUQA８ ０００００５０ ０００００４０ １３３３３３３０１３３３３３３０４０００

Analytical ０００００５０ ０００００４０ １３３３３３３０１３３３３３３０４０００

　　对于板单元,非零常剪力分片检验的检验函数

具体形式为

ω＝－t２(１４x＋１８y)/(５(１－μ))＋
x３＋３x２y＋４xy２＋２y３

θx ＝３x２＋８xy＋６y２

θy ＝－(３x２＋６xy＋４y２)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(３３)

板单元的材料参数取E＝１×１０３ ,μ＝０２５,
t＝００１,从表３的计算结果可知,QFUQA８单元

精确地收敛到解析解,通过条件更严格的非零常剪

力分片检验.

表３　板单元分片检验节点１数值结果

Tab．３　Numericalresultsofnode１ofplate
elementpatchtest

Model ω θx θy Tx Ty

QFUQA８００００２１５５０００１３６０－００１１２０－００１０２０ －０００１６０

Analytical００００２１５５０００１３６０－００１１２０－００１０２０ －０００１６０

３２　矩形薄膜问题

针对精化的质量矩阵,计算了在不同参数条件

下固定边界条件的矩形薄膜的固有频率,其中矩形

薄膜参数为长 A ＝２,宽B＝１,材料的质量密度

ρ＝７８０５,单元划分网格数为１６×１６.从表４的

计算结果可知,精化元方法中的参数α＝－０１１３
时,膜单元的计算精度最高,最接近问题的理论解.

表４　矩形薄膜的振动分析结果

Tab．４　Vibrationanalysisresultsfor
rectangularmembranes

模态

序列

号

膜单元α

膜单元
(－１)

膜单元
(－０５)

膜单元
(－０２５)

膜单元
(－０１１３)

膜单元
(０) 解析解

１ ２３５１３３ ２３５０９２ ２３５０７３ ２３５０６２ ２３５０５１ ２３５０６０

２ ２９７４２５ ２９７３７９ ２９７３４５ ２９７３２９ ２９７３１３ ２９７３３０

３ ３７９１１３ ３７９０５９ ３７９０３４ ３７９０２２ ３７９０１１ ３７９０２０

４ ４３３５４１ ４３３４７５ ４３３４４７ ４３３４３０ ４３３４１６ ４３３４２９

５ ４７０２１１ ４７０１６１ ４７０１３６ ４７０１１９ ４７０１０２ ４７０１１９

６ ５２５７０１ ５２５６４４ ５２５６２１ ５２５６１０ ５２５６０３ ５２５６０９

７ ５６６２０１ ５６６１４５ ５６６１１６ ５６６１０１ ５６６０８８ ５６６０９９

３３　方板问题

由于选取的对比单元包含一些四节点四边形
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单元,采用相同的节点数量来计算不同的数值算

例,以保证每个单元具有相同的总自由度,进而保

证相同的计算代价.
方板问题[９]用于评估壳单元在弯曲支配问题

中的性能,分析了受均布载荷q作用的固支和简支

方板,采用N＝２５,８１,２８９的节点数量计算方板的

中心位移,并和其他研究者的计算结果进行对比,
所 得 的 计 算 结 果 都 按 照 相 应 的 参 考 值 归 一 化

(ωA/ωref),分别列于表５和表６.根据 Kirchhoff
板 理 论,固 支 和 简 支 方 板 的 参 考 值 分 别 为

－０２２１３７和－０７０９７１.
图５显示了固支方板中心点位移的收敛性.

结果表明,QFUQA８单元在方板问题上有较好的

性能,并能够快速收敛到相应的解析解.

表５　固支方板中心点的归一化位移

Tab．５　Normalizeddisplacementatthecenter
oftheclampedsquareplate

Model
Numberofnodes

２５ ８１ ２８９

MITC４[１８] ０９９４ ０９９８ ０９９９

MITC４＋[１９] ０９９４ ０９９８ ０９９９

S８R ０９９５ ０９９８ ０９９９

MITCＧS８[２０] ０９５６ ０９８７ ０９９５

QFUQA８ ０９９５ ０９９９ １０００

表６　简支方板中心点的归一化位移

Tab．６　Normalizeddisplacementatthecenter
ofthesimplysupportedsquareplate

Model
Numberofnodes

２５ ８１ ２８９

MITC４ ０９９４ ０９９８ ０９９９

MITC４＋ ０９９４ ０９９８ ０９９９

S８R ０９９５ ０９９８ ０９９９

SHB８PS[２１] １０１９ １００４ １００２

QFUQA８ ０９９８ ０９９９ １０００

３４　圆板问题

圆板问题用于评估壳单元在具有剪切闭锁现

象的弯曲占优问题中的计算精度,图６(a)显示了

受均布载荷作用的固支和简支圆板.由于圆板的对

称性,可以只考虑板的ABC区域(圆板的四分之一),
图６(b)为计算的圆板对称部分的单元网格划分.

表７和表８分别给出了所有考虑的壳单元在

固支和简支圆板中心的归一化位移 (ωA/ωref),计
算结果分别采用N＝１９,８０,２７９的节点数量,然后

根据相应的参考值做归一化处理.根据Kirchhoff板

理论,固支和简支圆板参考值分别为－０２１３２８和

－０８６９５３.

图５　固支方板中心点归一化位移的收敛性

Fig．５　Convergenceofnormalizeddisplacement
atthecenteroftheclampedsquareplate

图６　圆板问题

Fig．６　Circularplateproblem

表７　固支圆板中心点的归一化位移

Tab．７　Normalizeddisplacementatthecenter
oftheclampedcircularplate

Model
Numberofnodes

１９ ８０ ２７９

MITC４ ０９９３ ０９９８ ０９９９

MITC４＋ ０９９３ ０９９８ ０９９９

S８R ０９９４ ０９９８ ０９９９

QFUQA８ ０９７５ ０９８９ ０９９８

表８　简支圆板中心点的归一化位移

Tab．８　Normalizeddisplacementatthecenter
ofthesimplysupportedcircularplate

Model
Numberofnodes

１９ ８０ ２７９

MITC４ ０９８０ ０９９５ ０９９８

MITC４＋ ０９８０ ０９９５ ０９９８

S８R ０９８５ ０９９６ ０９９９

SHB８PS ０９４４ ０９８６ ０９９３

QFUQA８ ０９９５ ０９９９ １０００

　　对于考虑的壳单元,简支圆板中心位移的收敛

性如图７所示.结果表明,对于这两类边界条件,

QFUQA８单元在不同的节点数量下表现出较好的

性能,并且在节点数量较少的情况下能够收敛到解
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析解.

图７　简支圆板中心点归一化位移的收敛性

Fig．７　Convergenceofnormalizeddisplacementat
thecenterofthesimplysupportedcircularplate

３５　悬臂梁问题

在自由端受到尖端剪力的悬臂梁是评估薄膜

主导问题中壳单元性能的数值实例,结构的具体形

式如图８所示.分别计算了在N＝１０,２７,８５的节

点数量下悬臂梁施加载荷端的位移,并按照 TimoＧ
shenko和 Goodier建议的参考值０３５５８作了归

一化 (ωA/ωref)处理,详细的位移结果列入表９.

图８　悬臂梁问题

Fig．８　Cantileverbeamproblem

对于 QFUQA８单元和对比的其他单元,图９
给出了悬臂梁自由端位移的收敛趋势.计算结果

表明,QFUQA８单元具有较好的计算精度.

表９　悬臂梁问题点A 的归一化位移

Tab．９　Normalizeddisplacementatpoint
Aforthecantileverbeamproblem

Model
Numberofnodes

１０ ２７ ８５

IBRA４[２２] ０９４１ ０９９１ ０９９７

Pimpinelli[２３] ０９８３ ０９９２ ０９９９

Q４DRL[２４] ０９２４ ０９７４ ０９９３

S８R ０９８５ ０９９６ ０９９９

QFUQA８ ０９８０ ０９９３ １０００

３６　夹紧圆柱问题

夹紧圆柱问题[２２]是一个评估平板壳单元在复

杂膜和不可伸长弯曲状态下计算精度的经典问题.
图１０(a)显示了一个由固定边界条件支撑的圆柱

体,圆柱体的中部施加了一对集中力,末端由刚性

膜片支撑.由于单元的对称性,可以只对 ABCD
区域(圆柱的八分之一)进行建模分析.

图９　悬臂梁问题点A 归一化位移的收敛性

Fig．９Convergenceofnormalizeddisplacementat
pointAforthecantileverbeamproblem

图１０　夹紧圆柱问题

Fig．１０　Pinchedcylinderproblem

计算在不同 节 点 数 量 (N ＝２５,８１,２８９)下

QFUQA８单元在施加载荷点(点B)的竖向位移结

果.得到的位移结果按照 Flügge提出的参考值

１８２４８×１０－５ 做了归一化处理 (ωB/ωref),具体的

结果如表１０和图１１所示.算例表明,QFUQA８
单元精度较高,在节点的数量增加时能够快速收敛

到解析解.

表１０　夹紧圆柱问题点B 的归一化位移

Tab．１０　NormalizeddisplacementatpointBfor
thepinchedcylinderproblem

Model
Numberofnodes

２５ ８１ ２８９

IBRA４ ０３７０ ０７３６ ０９３４

Pimpinelli ０６２６ ０９３８ １０９４

Q４DRL ０３４８ ０７３２ ０９２６

SHB８PS ０３８７ ０７５４ ０９４０

S８R ０６１５ ０９６１ ０９９３

MITC４＋ ０３９０ ０７５４ ０９３１

QFUQA８ ０６３１ ０９４１ ０９９６

３７　Hook问题

Hook问题[２５]是评估壳单元在面对复杂变形

模式(扭曲、伸展和弯曲)时稳定性的一类问题.如

图１２所示,结构包含两个不同的曲线段,在交点处

相切.两曲线段具有相同的厚度和宽度,结构的一

端固支,另一端受到单位剪切载荷.
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图１１　夹紧圆柱问题点B归一化位移的收敛性

Fig．１１　Convergenceofnormalizeddisplacementat
pointBforthepinchedcylinderproblem

图１２　Hook问题

Fig．１２　Hookproblem

计算在不同节点数量(N ＝３９,１２５,４４１)下

QFUQA８单元在点 A 沿载荷方向的位移结果.
得到 的 位 移 结 果 按 照 Knight 提 出 的 参 考 值

４８２４８２做了归一化处理 (ωA/ωref),具体的结果

如表１１和图１３所示.数值算例表明,QFUQA８
单元具有较好的性能,有较快的收敛速度.

表１１　Hook问题点A 的归一化位移

Tab．１１　NormalizeddisplacementofpointA
oftheHookproblem

Model
Numberofnodes

３９ １２５ ４４１

MITC４ ０９５３ ０９６３ ０９７８

MITC４＋ ０９５３ ０９６３ ０９７８

S８R ０９６０ ０９７２ ０９９７

QFUQA８ ０９１２ ０９６９ １００２

图１３　Hook问题点A 归一化位移的收敛性

Fig．１３　Convergenceofnormalizeddisplacements
atpointAoftheHookproblem

４　结　论

基于精化元方法和杂交应力元法构造了一个

八节点四边形混合壳单元,膜单元部分的精化元参

数α＝－０１１３时,单元计算精度更高,可以通过常

应力分片检验;板单元部分采用Airy应力函数可

以在不降低计算精度的条件下减少计算复杂度,且
能通过要求更加严格的非零常剪力分片检验,这就

保证了组合后壳单元的收敛性.壳单元具有显示

表达的 刚 度 矩 阵,不 存 在 剪 切 闭 锁,并 且 由 于

Drilling自由度的存在自然避免了刚度矩阵的奇异

性.数值实验表明,平板壳单元在不同的几何和边

界条件下都比较稳定,具有较高的精度,在膜占优

和板占优问题中都表现出良好的性能.
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EightＧnodequadrilateralhybridshellelementwithDrillingdegreesoffreedom
MAXu∗ ,　YANGXuanＧzheng,　LITan

(SchoolofScience,YanshanUniversity,Qinhuangdao０６６００４,China)

Abstract:Inthispaper,aneightＧnodequadrilateralhybridshellelementQFUQA８isconstructed,in
whichtherefineduncoordinatedmembraneparthasdrillingdegreesoffreedom．Thecombinedmass
matrixisimprovedbyusingtwokindsofdisplacementfields,andthecomputationalaccuracyofthe
elementisimprovedbyselectingdifferentparametersoftherefinedelements．Theinterpolationfunction
isconstructedbasedonthestressfieldoftheelementobtainedfromtheanalyticalsolutionoftheAiry
stressfunction,andthedrillingrotationisaddedtothedisplacementfieldoftheeightＧnodeisotropic
elementtodeterminethetestfunction;theboundarydisplacementinterpolationoftheelementis
constructedintheplatepartwiththeTimoshenkobeamfunctionofarbitraryorder,andtheAirystress
functionisusedastheassumedstressfunction,whichiscorrectedforthepresenceofawarpedstructure
oftheelementby meansoftheprojectiontothe meansurface．Numericalexamplesshowthatthe
constructedflatplateＧshellelementspassthenonＧzeroconstantshearpatchtestandhavegoodaccuracy
andconvergenceinstructuralanalysisofshells．

Keywords:unsymmetricfiniteelementmethod;hybridstresselement;airystressfunction;flatshelleleＧ
ment
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