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摘　要:无额外自由度广义有限元法在保留标准广义有限元法高阶插值特性的同时,还消除了额外自由度引发的

求解规模扩大及线性依赖问题.使其在弹性分析中,相比于传统有限元表现出了计算精度高、收敛性好的优势,

同时在平面问题的非线性分析中也展现出了良好潜力.将该方法推广和应用至三维弹塑性固体的大变形分析,

一方面可以进一步探究其在非线性分析中的表现,另一方面则拓展了广义有限元法在非线性问题领域的应用.

在非线性弹性和弹塑性两种材料的大变形分析中,将该方法同传统有限元和商软进行了对比,计算结果表明了该

方法在精度方面的优势.

关键词:广义有限元;额外自由度;非线性分析;弹塑性;大变形

中图分类号:O３０２　　　文献标志码:A　　　文章编号:１００７Ｇ４７０８(２０２５)０３Ｇ０４５６Ｇ０６

收稿日期:２０２４Ｇ０１Ｇ１４;修改稿收到日期:２０２４Ｇ０２Ｇ２９􀆰
基金项目:国家自然科学基金面上项目(１２３７２１９４);中央高校基本科研业务费(DUT２１GF３０４)资助项目．
作者简介:马今伟∗(１９９２Ｇ),男,博士,助理研究员(EＧmail:majinwei_１２３４＠１６３．com)．

引用本文:马今伟,白　铭,段庆林．三维弹塑性固体大变形分析的无额外自由度广义有限元法[J]．计算力学学报,２０２５,４２(３):４５６Ｇ４６１．
MAJinＧwei,BAI Ming,DUAN QingＧlin．A generalizedfiniteelementmethod withoutextradegreesoffreedomforlarge
deformationanalysisofthreeＧdimensionalelastoplasticsolids[J]．ChineseJournalofComputationalMechanics,２０２５,４２(３):４５６Ｇ
４６１．

１　引 言

广义有限元法[１]起源于２１世纪９０年代Babu
ška等[２]提出的单位分解法,以及石根华先生[３]提

出的数值流形方法.其在传统有限元框架中引入

强化函数从而极大地丰富了插值空间.灵活而强

大的强化函数使得广义有限元法得以长久地保持

旺盛的活力,广泛应用于水力压裂[４]、焊接[５]、并行

计算[６]等问题中.然而,广义有限元法也存在一些

局限性,最突出的问题之一就是线性依赖性.强化

函数的构造往往需要引入标准自由度之外的未知

量,也就是额外自由度,而其与标准自由度之间的

线性相关性会使得刚度矩阵的性态变差,严重时甚

至会导致奇异,因此,在广义有限元法的大部分应

用中都需要采取抑制线性依赖的措施,如特征值分

解法、稳定广义有限元法[７]和正交型广义有限元

法[８]等.
近年来,田荣[９]提出了一种无额外自由度的广

义有限元,强化函数的构造仅依赖于标准自由度,
以消除额外自由度的方式来解决线性依赖问题.

同时,由于未引入额外自由度,该方法的未知量数

目同传统有限元法保持一致,一定程度上缩减了标

准广义有限元方法的计算量.随后,这种构造强化

函数的思想也用于扩展有限元[１０]中,并应用于裂

纹扩展模拟和并行计算中.本文前期的工作将这

种方法推广到非线性分析[１１]中,在超弹性及弹塑

性固体的大变形分析中,相比于传统有限元表现出

良好的计算精度.然而,前期的工作仅限于二维,
本文将其进一步推广到三维非线性分析中.

事实上,广义有限元在非线性尤其是三维弹塑

性固体大变形分析中的应用是比较少见的,一些典

型的工作包括Proença等[１２]采用广义有限元法对

三维固体的塑性和损伤问题进行了分析;Novelli
等[１３]建立了稳定广义有限元的物理非线性分析.
然而,这两项工作仅考虑了材料和结构的小变形.

Gomes等[１４]建立了广义有限元方法的几何非线性

分析.然而,其研究仅限于二维平面问题.因此,
本文的工作除了进一步扩展无额外自由度广义有

限元的非线性分析外,也扩展了广义有限元在三维

弹塑性大变形问题中的应用.



２　无额外自由度广义有限元近似

标准广义有限元对标量场的近似可不失一般

性地写为

uh(x)＝∑
I∈E

NI(x)uI＋∑
I∈E

NI(x)∑
k
φPIkaI(k)

(１)
其中x＝(x,y,z)为点的空间坐标,E为x 所在的

单元,NI 为有限元形函数,φPIk 为局部强化函数,

aI(k)为额外自由度.一方面,额外自由度是待求未

知量,其引入会扩大问题的求解规模,另一方面,其
跟标准自由度uI 存在一定程度的线性相关性,从
而导致刚度阵性态变差.无额外自由度的广义有

限元近似可写为

uh(x)＝∑
I∈E

NI(x)∑
K∈PrI

L
PrI
K (x)uK (２)

其中L
PrI
K (x)为构造在以节点I为中心的片Pr

I 上,
节点K 在x 处的局部函数,图１和图２分别展示

了三维四面体和六面体网格中不同层数的节点片,
上标r表示片中围绕中心节点处的单元层数.

图１　四面体网格中节点片

Fig．１　Nodalpatchin３Dtetrahedralmesh

图２　六面体网格中节点片

Fig．２　Nodalpatchin３Dhexahedralmesh

式(２)可以进一步写为

uh(x)＝ ∑
K∈PrE

N
~

K(x)uK (３)

其中N
~

K(x)为节点形函数,表示为

N
~

K(x)＝∑
I∈E

NI(x)L
PrI
K (x) (４)

式(３)中Pr
E 为单元上所有节点片的集合,表

示为Pr
E ＝ ∪

I∈E
Pr

I .本文采用文献[１２]中选择插值

的最小二乘法构造的局部近似函数,其表示为

L
PrI
K (x)＝pT(x)

A－１pK ＋ １
A－１

１１
A－１

(１)δIK

－ １
A－１

１１
A－１

(１)A－T
(１)ωK(x)pK

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

(５)
其中

A＝∑
nI

K＝１
pKpT

K　pK ＝p(xK)

p(x)＝[１,x,y,z,xy,yz,xz,x－２,y－２,z－２]T

x－＝x－xI　y－＝y－yI　z－＝z－zI (６)

式(５)中,A－１
(１) 表示A－１ 的第一列,A－１

１１ 表示

A－１
(１) 的第一个元素,式(６)中 p(x)为偏移型基

向量.

３　非线性广义有限元列式

３􀆰１　控制方程弱形式及离散节点力

考虑静力并参考当前构型的控制方程为

∂σij/∂xj＋fi＝０ (７)
边界条件为

ui(x)＝u－ti(x)　(x∈Γt
u)

σij(x)nt
j(x)＝tt

i(x)　(x∈Γt
t)

(８)

其中σij 是柯西应力张量的分量,fi 是体力向量分

量,u－ti(x)和tt
i(x)分别是施加在位移边界Γt

u 和力

边界Γt
t上的固定位移和力载荷,n０

j 为边界单位外

法线.式(７)的弱形式写为

∫Ωt ∂σij􀏦∂xj＋fi( )δuidv＝０ (９)

其中δui 为虚位移,考虑边界条件和分部积分,式
(９)进一步写为

Wint－Wext＝０ (１０)
其中δWext和δWint分别为外力和内力虚功,分别表

示为

δWint＝∫Ωtσijδui,jdv

δWext＝∫Γtt
t－iδuidΓ＋∫Ωt

fiδuidv
(１１)

式(１１)的虚位移采用式(３)的近似可离散为

δui＝∑
I∈PrE

N
~

I(x)uI (１２)

将式(１２)代入式(１１)得到节点内力和外力,表示为

fint
Ii ＝∫ΩtσijN

~
I,jdv (１３)
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　fext
Ii ＝∫Γtt

t－iN
~

IdΓ＋∫Ωt
fiN

~
Idv (１４)

如此,弱形式(１０)可写为

fint
Ii －fext

Ii ＝０ (１５)

３􀆰２　牛顿迭代法及切线刚度

式(１５)是关于x的非线性方程,牛顿法(也常

称牛顿Ｇ拉普森迭代法)是最常用的求解方法.前

面提到的x为当前构型下点的坐标,其可以表示为

x＝X＋d (１６)
其中X 为同一点在初始构型中的坐标,d则表示

该点从初始构型到当前构型的位移.由于初始构

型已知,因此式(１５)成为关于位移的非线性方程,
写为

r(d)＝fint(d)－fext(d) (１７)
其中fint和fext分别为节点内外力的向量形式,r为

节点力残差,其在迭代求解过程中的解可以表示为

{d０,d１,d２,􀆺} (１８)
其中d０ 为初始值,通常为d０＝０,通过dn 获取dn＋１

的迭代公式为

rn ＋∂rn

∂dn
􀅰Δd＝０

dn＋１＝dn ＋Δd
(１９)

其中

∂rn

∂dn
＝∂fint

n

∂dn
－∂fext

n

∂dn
＝Kint

n －Kext
n (２０)

式中Kint
n 和Kext

n 分别为内外力刚度,由于本文仅考

虑不随构型变化的保守载荷,因此Kext
n ≡０,内力

刚度分为材料和几何刚度,并写为

Kint＝Kmat＋Kgeo (２１)
其中

Kmat
IJ ＝∫Ωt

B
~T
IDB

~
Jdv　Kgeo

IJ ＝∫Ωt
G
~T
IσG

~
JIdv (２２)

式(２２)的下标I和J 表示节点编号,另有

B
~
I＝

N
~

I,x ０ ０ N
~

I,y ０ N
~

I,z

０ N
~

I,y ０ N
~

I,xN
~

I,x ０

０ ０ N
~

I,z ０ N
~

I,zN
~

I,x

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

T

G
~
I＝

N
~

I,x

N
~

I,y

N
~

I,z

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

(２３)

σ＝

σ１１

σ２２

σ３３

σ１２

σ２３

σ１３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

　D＝

C１１１１C１１２２C１１３３C１１１２C１１２３C１１１３

C２２１１C２２２２C２２３３C２２１２C２２２３C２２１３

C３３１１C３３２２C３３３３C３３１２C３３２３C３３１３

C１２１１C１２２２C１２３３C１２１２C１２２３C１２１３

C２３１１C２３２２C２３３３C２３１２C２３２３C２３１３

C１３１１C１３２２C１３３３C１３１２C１３２３C１３１３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

(２４)

其中N
~

I,i 为节点I处的形函数导数,Cijkl 为本构模

量,并将在本文的后续章节中进行阐述.

４　弹塑性本构方程

基于和式分解的弹塑性本构方程写为

σÑJ ＝σ􀅰
＋ω􀅰􀅰σ＋σ􀅰ω􀅰T ＝CσJ:(ε􀅰－ε􀅰p) (２５)

其中σ▽J 为柯西应力Jaumann率张量,ε􀅰p 为塑性

应变率,CσJ 为本构模量,其分量形式表示为

CσJ
ijkl ＝λδijδkl ＋μ(δikδjl ＋δilδjk) (２６)

其中,λ和μ 为拉梅常数,两者同弹性模量E 和泊

松比υ之间的关系分别为

μ＝ E
２(１＋υ),　λ＝ υE

(１＋υ)(１－２υ) (２７)

对式(２５)直接积分进行应力更新难以保持应

力增量形式的客观性,本文采用 HughesＧWinget
算法[１５]更新应力,写为

σn＋１＝QσnQT ＋CσJ(Δε－Δεp) (２８)
其中Q为 HughesＧWinget算法中的旋转张量,另
有

Δεp ＝Δλ∂f
∂σ

,　σdev＝σ－１
３σ:I

f(σ,ε－p)＝ ３
２σdev:σdev －σY(ε－p)

(２９)

其中λ为塑性乘子,等效塑性应变ε－p 更新公式为

ε－pn＋１＝ε－pn ＋Δλ (３０)

屈服半径σY 是关于ε－p 的函数,而常数、线性

及指数形式的函数则分别对应理想塑性、线性强化

塑性、指数强化塑性等材料模型.
考虑式(２８~３０),塑性一致性条件

f(σn＋１,ε－pn＋１)≤０　(f
􀅰
≡０) (３１)

成为Δλ的单变量非线性方程,可通过牛顿法进行

迭代求解.构建切线刚度需要建立应力增量同总

应变增量之间的联系,即

σn＋１＝QσnQT ＋C:Δε (３２)
本文不加推导地给出应用于式(２４)的一致切线模

量

C＝Cal－C′＋σ⊗I (３３)
其中

Cal＝CσJ－２μ
dΔγ
dεn＋１

⊗r－２μΔγ ∂r
∂εn＋１

C′ijkl ＝１
２

(δikσjl ＋δilσjk ＋δjkσil ＋δilσjk)

r＝ ∂f
∂σn＋１

(３４)

上述推导的细节参见文献[１６].
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５　数值算例

本节采用两个算例考察无额外自由度广义有

限元法在弹塑性材料大变形分析中的表现.为方

便阐述,后文采用该方法指代本文无额外自由度广

义有限元,并在结果中标记为 GFEM.这些算例

中还同常规有限元以及商业软件 ABAQUS的结

果进行了对比,来表明该方法在弹塑性大变形分析

中的合理性和优越性,其在结果中分别标记为

FEM 和 ABAQUS中的单元类型.在这些算例中

无额外自由度广义有限元均采用二阶强化函数,其
基底向量可参见式(６).

５􀆰１　浅　拱

如图３所示,两端固支弧形浅拱在顶部中心点

A 处受向下大小为４０N的集中力作用.浅拱中性

轴半径为R＝１００mm,拱宽为２mm,拱厚２mm,
浅拱对应圆心角为２８􀆰０６０ ,材料为次弹性,即σY＝
∞ ,杨 氏 模 量 E ＝４􀆰８×１０３ N/mm２,泊 松 比

υ＝０􀆰０.集中力载荷均分为２０步依次施加.
该算例采用如图４所示的六面体网格,并分别

采用无额外自由度广义有限元和 ABAQUS中的

线性C３D８单元和二阶C３D２０单元进行计算.图

４还展示了该方法计算得到的拱的变形结果.图５
则展示了该方法和C３D８及C３D２０单元计算得到

施力点处的位移Ｇ载荷曲线,并采用 ABAQUS的

收敛解(在C３D８单元极密网格中得到的结果)作
为参考.

图３　浅拱算例

Fig．３　Shallowarchexample

图４　浅拱算例网格图及C３D８单元计算变形图

Fig．４　MeshandresultobtainedbyC３D８element
intheshallowarchexample

由图５可以看出,该方法的计算精度明显高于

ABAQUS 的 C３D８ 单 元,并 同 ABAQUS 的

C３D２０单元精度基本一致.然而,需要说明的是,
三条曲线都是１２０个单元的计算结果,而C３D８单

元和该方法的节点数为２８９,C３D２０单元中的节点

数目则达到了２４７５.

图５　浅拱算例中的位移Ｇ载荷曲线对比

Fig．５　ComparisonofdisplacementＧloadcurves
intheshallowarchexample

５􀆰２　铝杆颈缩

本算例考察了铝杆拉伸中的颈缩变形.如图

６所 示,一 直 径 D ＝１２􀆰８２６ mm,长 度 为 L ＝
５３􀆰３３４mm的圆柱形铝杆,两端拉伸７mm.由于

结构的三重对称性,仅取其８分之一进行分析,计
算模型如图６所示.铝杆的材料参数为v＝０􀆰２９,

E＝２０６􀆰９GPa.塑性模型采用了指数强化模型,
写为

σY(ε－p)＝σY０＋ϑε－p ＋(σ~Y －σY０)(１－e－βε－p) (３５)

其中σY０＝４５０MPa,σ~Y ＝７１５MPa,β＝１６􀆰９３,ϑ＝
１２９􀆰２４MPa.

图６　铝杆颈缩算例

Fig．６　Neckingoftheneckingaluminiumbar

为了引发颈缩变形,将几何缺陷引入到模型

中.计算模型中,圆柱的直径沿着轴向线性衰减,

z＝０处的直径是z＝L/２处直径的９８􀆰２％.图７
展示了计算中采用的网格,包含７７５４个四面体单

元,同时还展示了该方法计算得到的 Mises等效应

力在变形后构型中的分布.图８则对比了该方法

和传统有限元(线性单元)结果的对比,并采用实验

数据[１６]进行了对比,其中横轴表示加载的位移载

荷,纵轴则表示颈缩处的半径同初始半径的比例.
可以看出,该方法对铝杆颈缩现象的描述相比于传

统有限元更加接近实验数据.

９５４　第３期 马今伟,等:三维弹塑性固体大变形分析的无额外自由度广义有限元法



图７　铝杆颈缩算例 Mises等效应力在变形后构型中的分布

Fig．７DistributionofMisesstressinthedeformedconfiguration
oftheneckingaluminiumbarexample

图８　铝杆颈缩算例载荷Ｇ颈缩比例曲线对比

Fig．８　ComparisonofdisplacementloadＧneckingbehaviorin
theneckingaluminiumbarexample

５　结　论

本文将无额外自由度广义有限元推广到了三

维弹塑性固体的大变形分析中,并通过两个典型的

数值算例验证了算法的有效性和优越性.在浅拱

算例中,与采用了同样数目单元和节点商软单元相

比,其具有明显的精度优势,同时与商软高阶单元

的计算精度接近,但节点数仅是其八分之一.铝杆

颈缩的算例则验证了该方法在较复杂材料模型分

析中的适用性.这些结果同时也证明,本文发展的

算法具有良好的工程应用前景.
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Ageneralizedfiniteelementmethodwithoutextradegreesoffreedomfor
largedeformationanalysisofthreeＧdimensionalelastoplasticsolids

MAJinＧwei∗１,２,３,　 BAIMing３,　DUANQingＧlin３,４

(１．CAEPSoftwareCenterforHighPerformanceNumericalSimulation,Beijing１０００８８,China;
２．InstituteofAppliedPhysicsandComputationalMathematics,Beijing１０００８８,China;３．StateKeyLaboratory

ofStructuralAnalysis,OptimizationandCAESoftwareforIndustrialEquipment,DalianUniversityofTechnology,
Dalian１１６０２４,China;４．DUTＧBSUJointInstitute,DalianUniversityofTechnology,Dalian１１６０２４,China)

Abstract:Thegeneralizedfiniteelementmethod(GFEM)withoutextradegreesoffreedomeliminatesthe
issuesoftheincreasedscaleofalinearsystemandlineardependence,whilepreservingthestandardhighＧ
orderinterpolationcharacteristics．Thisresultsinadvantagessuchashighcomputationalaccuracyand
goodconvergencecompared withtraditionalfiniteelement methodsinelasticanalysisofelasticity
problems．Simultaneously,itdemonstratespromising potentialinthenonlinearanalysisofplanar
problems．Theextension and application ofthis methodtolarge deformation analysis ofthreeＧ
dimensionalelastoplasticsolidsallowforfurtherexplorationofitsperformanceinnonlinearanalysisand
broadentheapplicationofGFEMinthefieldofnonlinearproblems．Inthelargedeformationanalysisof
nonlinearelasticandelastoplasticmaterials,thismethodiscompared withtraditionalfiniteelement
methodsandcommercialsoftware．Thecomputationalresultsdemonstratesuperiorityofthismethodin
termsofaccuracy．

Keywords:generalized finite element method;extra degrees of freedom;nonlinear analysis;
elastoplasticity;largedeformation
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Deflectionanalysisofanimprovedcompositeboxgirderwith
corrugatedsteelwebs

LUOKui１,２,　JIWei２,　WANGXiuＧyan∗３,４,　KONGXuan２,　HANZhenＧyong３,５

(１．DepartmentofCivilandAirportEngineering,NanjingUniversityofAeronauticsandAstronautics,Nanjing２１１１０６,
China;２．CollegeofCivilEngineering,HunanUniversity,Changsha４１００８２,China;３．ChinaConstructionSixth

EngineeringBureauCo．,Ltd．,Tianjin３００１７１,China;４．SchoolofCivilEngineering,TianjinUniversity,
Tianjin３００３５０,China;５．TianjinUrbanConstructionDesignInstituteCo．,Ltd．,Tianjin３００１２２,China)

Abstract:Inordertoaccuratelyanalyzethedeflectionofanimprovedcompositeboxgirderwitha
corrugatedsteelweb(ICBGCSW),thedeflectionoftheICBGCSWisinvestigatedusingthefinitebeam
segmentmethod．First,theelementstiffness matrixofICBGCSW isderivedusingtheprincipleof
stationarypotentialenergybyconsideringthesheardeformationofthecorrugatedsteelweb(CSW)and
theshearlageffectoftheboxgirder．Furthermore,thedeflectionanalysisprogram ofICBGCSWis
developedbasedontheelementstiffnessmatrix,andtheaccuracyandapplicabilityoftheproposed
methodisverifiedagainstthemeasuredandfiniteelementvaluesofthedeflectionofthemodeltest
beam．Finally,thefactorsaffectingthedeflectionofICBGCSWareinvestigated．Theresultsshowthat
thedeflectionvaluesobtainedusingthedeflectionanalysisprogramarewellmatchedwiththemeasured
andfiniteelementvalues,andtheerroriswithin２％．WhentheheightＧspanratioislessthan０􀆰０６９,the
thicknessoftheCSWandsteelbottomplatehasagreatereffectonthedeflection．WhentheheightＧspan
ratioisgreaterthan０􀆰０６９,theeffectofthethicknessofCSWandsteelbottomplateondeflectioncanbe
ignored．Thedeflectionanalysisprogramdevelopedinthispaperissimpletouse,andthedeflection
valuescanbeobtainedbysimplysubstitutingthecrossＧsectioninformationandmaterialpropertiesof
ICBGCSWintotheprogram．Theresearchresultscanprovideasimplifiedanalysis methodforthe
deflectionanalysisofICBGCSW．

Keywords:compositeboxgirder;corrugatedsteelweb;elementstiffnessmatrix;deflectioncalculation;
parametricanalysis
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