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摘　要:数值流形方法采用数学覆盖和物理覆盖两套分开且独立的覆盖网格进行数值计算,采用数值流形方法模

拟塑性成形过程时,自由界面在固定数学网格上会产生运动变化,因此需要基于数学覆盖网格去更新物理网格以

及进行物理覆盖的信息转换.本文针对轴对称问题采用四节点流形单元,提出了基于映射插值方法,计算当前时

刻更新后的物理网格节点在上一时刻的坐标,使用上一时刻的覆盖函数及覆盖权函数求得更新后的物理覆盖网

格节点的场量信息,并对计算结果进行迭代修正以降低误差.以二维轴对称变形中镦粗变形的场量更新为例展

开数值计算,误差分析结果表明,以节点映射插值计算得到的节点信息作为初始值,在修正过程中迭代次数较少,

更新速度快,说明使用该方法进行新旧物理覆盖网格的场量更新效果理想.
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１　引 言

金属塑性成形是一种基本的金属加工工艺,广
泛地应用于制造业的各个领域.目前塑性有限元

是金属塑性成形计算机模拟采用的主要数值方法,
但面对金属大变形模拟过程,塑性有限元则会存在

网格畸变,则必须经过网格重新划分和各场变量转

换[１],进而降低计算效率及影响计算精度.此外,
塑性有限元的计算精度只与时间步长、单元网格形

状大小相关,对于进一步提高计算精度只能通过细

化网格,使得模拟过程中网格划分的工作量较大.
这些是塑性有限元本身的局限性,使其在金属塑性

成形科学研究和工程实验中受到限制.
数值流形方法是由石根华[２]于２０世纪９０年

代初提出,采用有限单元覆盖系统进行数值计算,
在网格划分、覆盖形式、近似函数等方面有其自身

的特点和优势[３].该方法自提出以来,已在岩土工

程[４,５]、裂纹扩展[６,７]等诸多领域得到成功应用.
此外,将数值流形方法应用于大变形、大位移等问

题[８,９],发现使用数值流形模拟分析具有良好的适

应性,且采用改进的流形方法能消除大变形和刚性

位移导致的误差[１０],在处理复杂几何构型的结构

时具有一定的优越性[１１],能有效克服塑性有限元

网格重新划分的问题.但由于数值流形法是基于

数学覆盖和物理覆盖的双重覆盖方法,塑性变形的

过程必然会伴随着物理覆盖网格的变化,又由于物

理结构与数学覆盖的交集形成了求解域上的物理

覆盖[１２],因此物理网格是基于固定的数学网格进

行划分的.所以,使用数值流形方法进行金属塑性

成形模拟计算必须解决物理网格的更新和场量信

息的传递问题.
本文提出使用数值流形方法进行金属塑性变

形数值模拟计算过程中场量信息传递的新方法.
通过映射插值[１３]计算网格更新后的新物理网格节

点在物理网格变形前的初始坐标,并计算在当前时

间步内的场量信息.对插值计算带来的误差,采用

迭代修正的方法将误差降低到目标范围.

２　 场量更新的基本原理和计算方法

数值流形方法最大的特点在于其包含两个覆

盖系统,其中以固定的数学网格为参照,使物理覆

盖网格的更新过程更为便捷,网格更新过程如图１



所示.新的物理网格节点上的场量信息则需要根

据物理网格在变形前的场量数据插值求得,计算步

骤如下.
(１)读取当前时刻更新后的物理网格的节点坐

标,如图１(b)中的点１,２,３,４等;当前时刻更新前

的流形单元的网格信息,如图１(a)中１,５,６,２和

２,６,７,３等单元的编号及节点信息;上一时刻变形

前的流形单元的网格信息,如图２(a)中１,５,６,２
和２,６,７,３等单元的编号及节点信息.

(２)以更新后的物理网格中的一个节点为目标

对象,搜索上一时刻在物理网格节点坐标位置上相

邻的若干个流形单元;利用得到的若干个流形单元

在变形后的坐标,使用向量积计算法判断在网格更

新前物理网格节点所处的单元.利用物理网格节

点所在单元的四个节点插值表示出物理网格节点

的坐标,得到坐标插值函数;使用映射插值方法,将
单元在上一时刻的节点坐标代入到插值函数中,即
可得到物理网格节点在上一时刻的初始坐标,并计

算物理网格节点在该时间步的运动速度.
(３)计算上述过程中求得的初始坐标及场量信

息的误差,通过迭代修正降低误差.

图１　物理覆盖网格更新

Fig．１　Updateofphysicalcovermesh

３　场量更新的具体计算方法

３􀆰１　单元判断

物理覆盖的交集形成了流形单元,而物理覆盖

网格节点的场量信息由其所在流形单元内的近似

场函数求得,因此计算场量信息需要判断物理网格

节点所在单元即判断该点是否在单元四个节点所

围成的四边形内部.图２为金属塑性变形过程中

某一时间步内物理网格的变形过程,可知点P 在

tn＋１时刻到达数学网格节点(６)的坐标位置,由图１
(b)可知,在网格更新后点P 成为新的物理覆盖网

格的节点,判断其在tn 时刻所在单元.

图２　物理覆盖网格变形

Fig．２　Deformationofphysicalcovermesh

由于每一时间步节点位移较小,要确定在tn＋１

时刻运动到数学网格节点(６)位置上的点P 在tn

时刻所处的单元,可以直接从在tn 时刻与数学网

格节点(６)相邻的流形单元中判断,由图２(a)可
知,分别是流形单元１,５,６,３、单元５,９,１０,６、单元

６,１０,１１,７、单元２,６,７,３.将与节点(６)相邻的流

形单元在tn＋１ 时刻即变形后的流形单元的节点序

号按逆时针分别设为k,l,m,n,如图２(b)所示,需
要计算的物理网格节点记为点P,若向量kl×kP,

ln×lP,mn×mP,nk×nP的值皆为正值或皆为负

值,证明点P 在tn＋１ 时刻处于该单元节点构成的四

边形内,同时认为点P 在tn 时刻即流形单元变形

前也属于该单元.

３􀆰２　初始坐标及场量计算

通过上述过程得到点 P 在tn 时刻所在的单

元,并且点P 在tn＋１时刻的坐标已知,利用点P 所

在单元变形前后的映射关系可以求出其在tn 时刻

的具体坐标.计算过程如下,图３为一流形单元在

tn 时刻到tn＋１ 时刻节点的位移变化,四边形klmn
为流形单元在tn＋１ 时刻的状态,四边形k′l′m′n′为

流形 单 元 在tn 时 刻 的 状 态,点 P 为 在 四 边 形

k′l′m′n′内的点,且在tn＋１ 时刻移动到数学网格节

点位置处即图中l′ 的位置,成为更新后的物理网

格节点.

图３　物理覆盖网格节点位移变化

Fig．３　Displacementofthephysicalcovermesh’snode．

由于四边形klmn 为任意四边形单元,为了便

于构造单元的坐标插值函数,在单元内建立一个局
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部坐标系Oξη,进行坐标变换,变换后的局部坐标

为一个边长为２的正方形,正方形内任意一点 (ξ,

η)与实际流形单元内的点 (x,y)一一对应,通过

坐标变化,将实际单元映射为一个正方形单元,实

际流形单元与正方形单元上的点可以相互映射.

则点P 在tn＋１ 时刻所处的位置坐标 (x,y)可以通

过流形单元在tn＋１ 时刻的节点坐标即图３中的点

klmn 的坐标插值表示,插值函数为

x

y{ }＝∑
４

i＝４
Ni

xi

yi
{ }　(i∈k,l,m,n) (１)

式中 (xi,yi)为实际流形单元的四个物理覆盖网

格节点坐标值,Ni为正方形单元的形状函数,则点

P(x,y)与四边形单元的四个节点的坐标关系为

１
４

(１－ξ)(１－η)xk＋１
４

(１＋ξ)(１－η)xl＋

１
４

(１＋ξ)(１＋η)xm ＋１
４

(１－ξ)(１＋η)xn ＝x

１
４

(１－ξ)(１－η)yk＋１
４

(１＋ξ)(１－η)yl＋

１
４

(１＋ξ)(１＋η)ym ＋１
４

(１－ξ)(１＋η)yn ＝y

(２)

通过求解二元一次方程(２),可以得到与点

P(x,y)对应的正方形单元上的点 (ξ,η),即可以

求出该点与单元的四个节点的坐标关系.由于变

形过程中,在同一时间步内,四边形单元内的点与

四个节点的坐标关系系数即ξ和η 可视为不变.

则将tn 时刻流形单元k′l′m′n′的四个顶点坐标分

别代入式(１),假设点P 在tn 时刻的坐标为 (x′,

y′),则点P 与点k′l′m′n′的坐标关系为

１
４

(１－ξ)(１－η)xk′ ＋１
４

(１＋ξ)(１－η)xl′ ＋

１
４

(１＋ξ)(１＋η)xm′ ＋１
４

(１－ξ)(１＋η)xn′ ＝x′

１
４

(１－ξ)(１－η)yk′ ＋１
４

(１＋ξ)(１－η)yl′ ＋

１
４

(１＋ξ)(１＋η)ym′ ＋１
４

(１－ξ)(１＋η)yn′ ＝y′

(３)

将式(２)求得的 (ξ,η)代入到位移函数中,即可求

出点P 在tn 时刻的具体坐标 (x′,y′).

根据流形单元的覆盖函数和覆盖权函数,可以

确定整个求解域上的总体覆盖函数.由式(３)得到

点P 在tn 时刻的坐标为 (x′,y′),则点P 的总体

位移函数为

u(x′,y′)

v(x′,y′){ }＝∑
４

i＝１
Ni(x′,y′)ϕi

(x′,y′)

＝∑
４

i＝１
Ni(x′,y′)[f]{Di}

(４)

式中Ni 为覆盖权函数,ϕi
为覆盖函数,[f]为基

本级数,{Di}为物理覆盖Ui 上的覆盖自由度.

３􀆰３　迭代计算

物理网格更新后得到在tn＋１ 时刻的物理网格

节点为 (xn＋１,yn＋１),通过映射插值计算得到其在

tn 时刻的坐标 (xn,yn)及其在该时间区域内的速

度 (u(xn,yn),v(xn,yn)),设时间步长为 Δt.在

理想状态下点 (xn,yn)经过 Δt位移后的坐标为

(xn＋１,yn＋１),由于插值计算存在误差,点 (xn,yn)

位移后得到的真实坐标为 ((xn＋u􀅰Δt),((yn＋v􀅰

Δt)),真实坐标越接近 (xn＋１,yn＋１),映射插值计

算的精度越高.通过两点距离公式得

((xn＋u􀅰Δt)－xn＋１)２＋((yn＋v􀅰Δt)－yn＋１)２＝δ
(５)

δ的大小主要与划分的网格大小、形状函数及增

量变形时间步长Δt相关.若误差δ＜１０－６ ,则认为计

算达到目标精度,否则通过迭代计算降低误差,计算

过程如下,首先求得x方向和y方向上的误差为

δx＝xn＋u􀅰Δt－xn＋１

δy＝yn＋v􀅰Δt－yn＋１

(６)

根据得到的误差值,对坐标 (xn,yn)的x方向和

y方向分别修正:

xn＝xn＋ηδx

yn＝yn＋ηδy

(７)

式中η称为减速因子,０＜η≤１,选择合适的减速因

子可以有效减少迭代次数.将求得的 (xn,yn)再代入

到速度与坐标的关系公式中,求得 (u,v);进一步地,

将修正后的坐标与速度代入到式(６)中,若δ＜１０－６ ,

说明修正后的 (xn,yn)达到目标精度,若δ＞１０－６ ,则

重复上述步骤,直到精度达到要求或者达到修正

次数.

４　计算方法的分析

为统计节点追踪的误差,现以刚塑性金属的镦粗

变形为例,金属材料模型高度为１６mm,半径为８mm,

材料选择工业纯铁,在常温下压缩,硬化曲线为S＝
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σs＋６０８ε０􀆰２５ ,摩擦为τf ＝０􀆰３􀅰σ－/３ ,取网格大小为

１mm×１mm,上模下压速度为２mm/s,时间步长为

０􀆰３s.模拟过程中,将上下模视为刚体,不考虑其应

变,使用罚函数法处理零位移和非零位移边界.取其

中一个时间步的计算结果为例,如图４所示,流形单

元总数量为１１７,流形单元节点数量为１４０.经过一个

时间步长,上模移动的距离为０􀆰６mm,在当前时刻更

新后得到的物理网格,其流形单元数量为１２７,流形单

元节点数量为１５１,则更新当前时刻的场量需要计算

１５１个节点在上一时刻的坐标及场量信息.

图４　镦粗变形过程

Fig．４　Upsettingdeformationprocess

上文通过节点映射插值求得其在物理网格变形

前的坐标,统计节点计算的误差值范围δ以及每个物

理覆盖网格节点修正过程需要迭代的次数,列入表１
和表２,计算的误差范围基本在１０－４~１０－２之间,且经

过３次迭代即可达到δ＜１０－６ ,说明通过节点映射的

方法插值求得其在上一时刻的坐标的算法是可行的.
基于 MATLAB软件,设计编辑了镦粗变形过程的计

算程序以及后处理显示程序,得到镦粗变形过程的等

效应力并绘制成应力云图如图５所示,经过物理网格

更新以及场量信息传递后计算得到的等效应力云图,
和上一时刻到当前时刻直接计算得到的等效应力云

图分布几乎完全相同,说明物理覆盖网格场量更新的

算法是可靠的.

表１　计算误差范围统计

Tab．１　Statisticalmarginofcalculationerror
误差范围 ＜１０－４ １０－４~１０－３１０－３~１０－２１０－２~１０－１ ＞１０－１

占总数比例 １３􀆰９１％ ７１􀆰５２％ １４􀆰５７％ ０􀆰００％ ０􀆰００％

表２　迭代次数统计

Tab．２　Statisticsofiterations
迭代次数 ０ １ ２ ３ ４ ５

占总数比例 １􀆰３２％ １１􀆰２６％６１􀆰５９％２５􀆰８３％ ０􀆰００％ ０􀆰００％

图５　场量更新前后的等效应力云图

Fig．５　Equivalentstressnephogrambeforeandafter
fieldquantityupdating

５　结　论

本文针对塑性成形数值流形模拟在场量更新

问题进行研究,得到以下结论.
(１)利用物理网格变形前后以及更新前后的网

格信息,使用映射插值的方式完成了物理覆盖网格

的信息转换量信息转换.
(２)通过迭代修正能有效提高插值计算精度.
(３)数值算例结果表明,本方法可以有效且高

精度地解决数值流形方法中的场量更新问题.
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Methodsforfieldquantityupdatingduringplastic
formingofmetalsusingnumericalmanifoldmethods

LIZiＧwen１,　ZHANGZhengＧrong∗１,２

(１．SchoolofMaterialandEnergy,GuangdongUniversityofTechnology,Guangzhou５１００００,China;

２．ProvincialKeyLaboratoryofMetalFormingProcessingandForgingEquipmentTechnology,Guangzhou５１００００,China)

Abstract:Twosetsofseparateandindependentcoveragegridsareusedinthenumericalmanifold
method:mathematicalcoverandphysicalcover．Whenthenumericalmanifoldmethodisusedtosimulate
theplasticformingprocess,thephysicaldomain willbedeformedonthefixed mathematicalmesh．
Therefore,thephysicalgridneedstobeupdatedbasedonthe mathematicalcoveragegridandthe
physicalcoverageinformationneedstobetransformed．Inthispaper,aninterpolationmappingmethodis
proposedtocalculatethecoordinatesofthephysicalgridnodesattheprevioustimeupdatedatthe
currenttime,andthefieldinformationofthephysicalmeshnodesupdatedattheprevioustimeis
obtainedbyusingthecoverfunctionand weightfunctionofcoverattheprevioustime,andthe
calculationerrorcanbereducedbyrevisediteration．Theresultoferroranalysisshowsthatthenode
informationobtainedbythenodeinterpolationmappingisusedastheinitialvalue,andthenumberof
iterationsisreducedandtheupdatingspeedisaccelerated．Forthisreason,thismethodisprovedtobe
effectiveinupdatingthefieldsofoldandnewphysicalcoveragegrids．

Keywords:plasticforming;numericalmanifoldmethod;fieldupdate
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