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摘　要:从增量迭代的力学机制出发,详细分析了增量迭代计算中预测阶段、校正阶段和平衡检查阶段的特征,并
结合刚体准则,确立了框架结构非线性分析过程中单元节点恢复力计算的精确公式;同时采用改进塑性铰模型,

构建了弹塑性梁单元并推导了弹塑性刚度矩阵,建立起物理概念清晰、过程简洁的框架结构非线性分析方法.通

过对典型案例的分析表明,采用刚体准则更新单元初始节点力,在不考虑结构几何刚度的情况下,仅使用弹性或

弹塑性刚度就可以求解框架结构的非线性响应,唯一的牺牲是稍微增加数值计算中的迭代次数,证明所提方法具

有很好的可靠性,是框架结构弹性刚度和弹塑性刚度在非线性和后屈曲分析中的极限应用.
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１　引 言

结构极限承载性能通常表现出非线性特征,要
准确评估结构极限承载能力需进行非线性行为分

析,故高效、稳定、精确的结构非线性分析理论一直

是工程结构分析领域的研究热点[１,２].
对于框架结构的几何非线性分析,常用梁柱理

论[３,４]与非线性有限元[５Ｇ８]两种方法.无论是梁柱

理论还是非线性有限元,由于几何非线性的存在,
求解单元刚度的过程都涉及大量的力学推导,特别

是与几何非线性相关的高阶项的取舍,是学者研究

重点.如 Mallett等[５]考虑了横向位移二阶项的

影响,根据势能原理,推导出了与总变形有关的割

线刚度矩阵.Oran[３]在推导梁单元切线刚度时忽

略了空间转角二阶和高阶效应,忽略了部分弯扭耦

合项.Yang等[７]通过考虑和省略轴向非线性应变

的平方项,分别获得了普通和简化的梁单元几何刚

度矩阵.此外 Yang等[８]还采用刚体位移场推导

出刚性单元的几何刚度.各种理论推导出的梁单

元几何刚度不同,很难验证各自的适用范围,也没

有标准进行统一.
分析框架结构极限承载能力,除考虑几何非线

性之外,还需考虑材料非线性.框架结构弹塑性模

型可分为塑性区模型和塑性铰模型[９],塑性区法虽

能准确描述杆件在截面及沿杆长方向的塑性发展,
但计算量大,目前主要用于对比各算法精度和相关

规范的制定,较少用于实际工程分析.塑性铰模型

最早由 Orbison等[１０]提出,基于塑性集中于杆端

的假定,塑性铰在单元两端截面形成,其余部位完

全保持弹性,计算相对简单,但由于没有考虑材料

塑性到沿截面和杆长方向的发展,塑性铰模型计算

结果往往偏高,于是诸多学者对塑性铰模型进行改

进,提出了多种新的塑性铰方法[１１Ｇ１６].如 Chen
等[１１]通过引入塑性铰弹簧,当单元节点弯矩超过

弹性极限弯矩时,即对该点处的塑性铰弹簧刚度进

行折减来模拟截面刚度的退化.Liew等[１２,１３]提出

了精细塑性铰模型,通过降低弯曲刚度系数来处理

截面刚度的退化.Iu等[１４Ｇ１６]提出改进塑性铰模

型,引入轴力屈服弹簧,考虑了屈服截面转动与拉

伸效应.总的来说,建立的塑性铰模型如能有效地

描述由于材料屈服导致的构件截面刚度退化过程,
则可以较好地分析材料非线性行为.

本文的研究不同于以往大多数工作,重点是关

注非线性分析过程中路径追踪的结构层面和单元



节点恢复力计算的单元层面的要求,将概念上简单

和物理上可解释的方法应用其中,并且将证明,如
果使用鲁棒性很强的路径追踪技术,同时在更新单

元初始节点力时遵守刚体准则,即使不考虑结构几

何刚度,在只使用弹性或弹塑性刚度的情况下就可

以求解框架结构的非线性响应,是结构弹性和弹塑

性刚度在非线性和后屈曲分析中的极限应用.

２　单元节点恢复力的计算

在非线性分析过程中,通常可以分为三种位

形,(１)C０ ,初始位形;(２)C１ ,上一步计算位形;
(３)C２ ,当前计算位形.刚体准则是一种物理概

念,简单、意义清晰并且是普遍有效的,可以用来测

试有初始节点力存在的有限单元质量的准则[１７].
对于在C１ 处有一组平衡力作用的有限单元发生刚

性旋转,单元上所有的力都将随着旋转轴发生定向

旋转,旋转前后力的数值大小保持不变,平衡单元

发生刚性旋转后结果是在C２ 处仍然保持平衡,并
且在单元局部坐标系下的方向也不会发生改变.
采用左上标表示一个量的当前位形,用左下标表示

参考位形,刚体准则可表示为

{２２f}＝{１１f} (１)
以平面梁单元为例,式(１)可以解释为,有初始

节点力作用的二维梁单元,发生刚性旋转后单元节

点力大小不变,并且在单元局部坐标系下的方向也

没有发生变化,只是在整体坐标系下力的方向发生

了同样大小的刚性旋转,如图１所示,这种规律同

样适用于空间梁单元,并且刚体准则对于单元上作

用任意大小的初始节点力和发生任意大小的刚性

旋转均有效.

图１　初始力作用的梁

Fig．１　Initiallystressedbeam

在增量分析中,每个有限元单元都会经历刚性

旋转和自然变形,而自然变形会对单元产生额外的

节点力增量.对于每个增量步,单元的自然变形具

有小应变、小位移和小旋转的特征,弹性状态下节

点力增量可以使用弹性刚度来计算,即

{Δf}＝[ke]{Δu} (２)
其中 [ke]为单元弹性刚度矩阵,{Δu}为单元的自

然变形.因此,C２ 位形处的单元节点力可以表

达为

{２２f}＝{１１f}＋[ke]{Δu} (３)
式中 {１１f}为在单元局部坐标系下根据刚体准则来

考虑刚性旋转对单元初始节点力的影响,即C１ 位

形单元局部坐标系下的单元节点力发生刚性转动

后在C２ 位形单元局部坐标系下大小和方向均没有

发生改变.如果在增量步内单元发生了弹塑性变

形,节点力的计算只需将式(３)中的弹性刚度 [ke]
改变为弹塑性刚度 [kep]即可,即

{２２f}＝{１１f}＋[kep]{Δu} (４)

３　增量步内迭代计算的力学机制

一个典型增量步内迭代机制如图２所示,图中

物理量的右上标表示增量步,右下标数值表示迭代

步.每一迭代步内涉及三个阶段,即预测阶段

(Predictor)、校正阶段(Corrector)和平衡检查阶段

(Equilibriumcheck).为讨论方便,图２中每个关

键点都分配了一个字母,大写字母表示在结构级别

上的数量,小写字母表示在单元级别上的数量.

图２　增量Ｇ迭代分析力学机制

Fig．２　MechanismofincrementalＧiterativeanalysis

３􀆰１　结构层面—预测阶段

预测阶段开始时,结构处于C１ 位形,并且在荷

载 {Pi－１}作用下保持平衡(点b).进入预测阶段,
结构承受荷载增量 {ΔPi}＝{Pi}－{Pi－１}(线bc)
作用,此时可以通过式(５)来求解结构的位移增量

{ΔUi
１}(线ad ):

[Ki
０]{ΔUi

１}＝{ΔPi} (５)
需要说明的是,切线刚度 [Ki

０](线bg 的斜率)不
必是精确的,因为非线性的计算过程不可能一步到

位,后续总是需要迭代来消除不平衡力(线fg ).
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一个典型案例就是改进的牛顿Ｇ拉夫逊方法,其在

整个迭代过程中使用的都是初始切线刚度,对最终

计算结果没有影响,唯一的不足是迭代次数有所增

加.考虑变形过程中的几何非线性,结构除有弹性

刚度或弹塑性刚度之外,还有表征节点力不稳定效

应的几何刚度.根据预测阶段的特征,除非是求解

在增量步内涉及到大旋转的问题,实际工程结构的

非线性分析在预测阶段只使用弹性刚度或弹塑性

刚度就可以达到很好的预测结果.

３􀆰２　单元层面—校正阶段

根据结构位移增量 {ΔUi
１},可以计算出相应

的单元位移增量 {Δui
１}(线ad ),并更新此时单元

所在的位形,图２中的点e需要特别解释.
首先,点b到点e的运动表示单元在初始节点

力作用下发生刚性位移和旋转,其特点是作用在单

元上的力大小没有变化,即旋转后的位形(线de)
与C１ 位形(线ab)处的力大小相同,这与刚体准则

的描述完全一致.此时结构上的荷载和发生的刚

性旋转都可能很大,但都可以用刚体准则来处理,
因为刚体准则适用于任何大小的节点力和刚性旋

转.
其次,在增量分析中,通常假定荷载增量较小,

由此产生的节点力增量(线ef )也很小,只需将单

元位移增量与弹性刚度或弹塑性刚度相乘即可计

算节点力增量.单元在C２ 处的总内力(线df )为
初始节点力(线de)和节点力增量(线ef )之和,如
式(３,４).

３􀆰３　平衡检查阶段

求解每个单元的节点力,组装可以获得结构的

总内力 {Fi
１},然后将其与结构外部作用力 {Pi

１}

进行比较,得到此时结构的不平衡力 {Ri
１},即

{Ri
１}＝{Pi

１}－{Fi
１} (６)

如果不平衡力不小于预设的误差,则需要重复迭代

过程,此时将结构不平衡力视为外部施加的荷载增

量.因此增量迭代过程其实就是在不断重复预测

阶段、校正阶段、平衡检查阶段,直至结构的不平衡

力小于预设的误差,则进入下一增量步的计算.

４　梁单元弹性刚度和弹塑性刚度

４􀆰１　梁单元弹性刚度

如图３所示的空间梁单元,包含６个线位移自

由度和６个转角位移自由度,其弹性刚度矩阵可以

参考文献[８].通过限制z 轴方向线位移和绕x

轴、y轴的角位移自由度,空间梁单元弹性刚度矩

阵将简化为平面梁单元弹性刚度矩阵.

图３　空间梁单元

Fig．３　Spatialbeamelement

４􀆰２　梁单元弹塑性刚度

４􀆰２􀆰１　梁单元的屈服准则

采用改进塑性铰法来分析结构的弹塑性行为,
需定义截面初始屈服以及完全屈服的状态方程.
对于双轴对称的空间梁截面,可采用截面初始屈服

状态方程[１６]

φy(P,Mx,My)＝ P
０􀆰８Py

＋１􀆰２５My

Mpy
＋１􀆰２５Mz

Mpz
＝１

(７)

和截面完全屈服状态方程[１８]

φp(P,My,Mz)＝
My

Mpy[１－(P/Py)１􀆰３]{ }
２

＋

　　 Mz

Mpz[１－(P/Py)３]{ }
α

＝１ (８)

其中Py ＝fyA ,fy 为材料单轴拉伸屈服强度,A
为杆件横截面面积,Mpy 和Mpz 分别为强轴和弱轴

截面完全屈服弯矩,P 为构件截面的轴力,My 和

Mz 分别为截面强轴和弱轴所受弯矩,α＝１􀆰２＋
２(P/Py).

对于强轴受弯,式(８)可简化为

φp(P,My,０)＝ My

Mpy[１－(P/Py)１􀆰３]＝１ (９)

对于弱轴受弯,式(８)可简化为

φp(P,０,Mz)＝ Mz

Mpz[１－(P/Py)３]
＝１ (１０)

若φy ≤１,表示杆件横截面处于弹性状态;若

φp ＝１,表示横截面处于完全塑性状态,形成塑性

铰;若φy ＞１,φp ＜１则表示截面处于弹塑性状态.

４􀆰２􀆰２　塑性铰弹簧刚度

在框架结构弹塑性分析中,假定塑性铰截面仅

发生在杆件的端部,在弹性梁单元节点处引入两个

主弯曲平面上的塑性铰弹簧来考虑截面弯曲刚度

的变化,如图４所示.
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图４　结合塑性铰弹簧的空间梁单元

Fig．４　Spatialbeamelementcombinedwith
plastichingespring

当截面均处于弹性状态时,即φy(Fxj,Mij)≤
１,塑性铰弹簧不起作用,弹簧弯曲刚度应为无穷

大,本文取值为０Sij＝１０１０(EI/L)(i＝y,z;j＝a,

b),EI/L为弹性梁单元的弯曲刚度.
当梁端截面开始屈服后,杆件截面刚度退化,

塑性铰弹簧参与变形,弹簧弯曲刚度取为

Sij ＝EI
L

１－φp(Fxj,Mij)
φy(Fxj,Mij)－１[ ] (１１)

其中φp(Fxj,Mij)＜１,φy(Fxj,Mij)＞１　(i＝y,

z;j ＝ a,b). 当 梁 端 截 面 完 全 屈 服 后,即

φp(Fxi,Mij)＝１,杆端产生塑性铰,弹簧弯曲刚度

取为０,即Sij ＝０.

４􀆰２􀆰３　梁单元弹塑性刚度的推导

塑性铰弹簧的弯矩增量 {ΔMs}可表示为

{ΔMs}＝

ΔMsya

ΔMsza

ΔMsyb

ΔMszb

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝

Sya􀅰Δφya

Sza􀅰Δφza

Syb􀅰Δφyb

Szb􀅰Δφzb

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝

[ks]􀅰{Δφ}＝[ks]􀅰({θs}－{θe})

(１２)

其中

[ks]＝

Sya ０ ０ ０
０ Sza ０ ０
０ ０ Syb ０
０ ０ ０ Szb

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(１３)

{Δφ}＝{Δφya　Δφza　Δφyb　Δφzb}T (１４)
{θs}＝{θsya　θsza　θsyb　θszb}T (１５)
{θe}＝{θeya　θeza　θeyb　θezb}T (１６)

其中 {Δφ}为塑性铰弹簧的转角增量,{θs}为塑性

铰弹簧转角,{θe}为弹性梁单元的节点转角.弹

塑性梁单元的弯矩增量可表达为

{ΔM}＝

ΔMya

ΔMza

ΔMyb

ΔMzb

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝{ΔMe}－{ΔMs} (１７)

式中 {ΔMe}为弹性梁单元的节点弯矩增量,可由

节点位移与弹性梁单元相应的弹性刚度系数kpq

计算为

{ΔMe}＝

ΔMeya

ΔMeza

ΔMeyb

ΔMezb

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝[kL１]{ve}＋[kθ１]{θe}(１８)

其中横向线位移刚度系数矩阵 [kL１]和弯曲转角

刚度系数矩阵 [kθ１]分别为

[kL１]＝

０ k５,３ ０ k５,９

k６,２ ０ k６,８ ０
０ k１１,３ ０ k１１,９

k１２,２ ０ k１２,８ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(１９)

[kθ１]＝

k５,５ ０ k５,１１ ０
０ k６,６ ０ k６,１２

k１１,５ ０ k１１,１１ ０
０ k１２,６ ０ k１２,１２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(２０)

{ve}表示弹性梁单元的横向线位移,表达式为

{ve}＝{vea　wea　veb　web}T (２１)
将式(１２,１８)代入式(１７)可得

　 {ΔM}＝[kL１]{ve}＋[kΙ]{θe}－[ks]{θs} (２２)
刚度系数矩阵 [kΙ]为

　 [kΙ]＝[kθ１]＋[ks]＝
k５,５＋Sya ０ k５,１１ ０

０ k６,６＋Sza ０ k６,１２

k１１,５ ０ k１１,１１＋Syb ０
０ k１２,６ ０ k１２,１２＋Szb

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(２３)

当杆件端部截面达到完全屈服形成塑性铰时,
截面弯矩增量 {ΔM}＝{０},根据式(２２)可得梁端

截面转角 {θe}为

{θe}＝[kΙ]－１([ks]{θs}－[kL１]{ve}) (２４)
同时,对于弹塑性单元来说,弯矩增量{ΔM}＝{０}意
味着弹性单元的节点弯矩增量 {ΔMe}与塑性铰弹

簧的弯矩增量 {ΔMs}相同,将式(２４)代入式(１８)得
塑性铰弹簧的弯矩增量 {ΔMs}为

{ΔMs}＝{ΔMe}＝[kL１]{ve}＋
　　[kθ１][kΙ]－１([ks]{θs}－[kL１]{ve})＝[k′]{u′}

(２５)
式中 [k′]为弹塑性单元的弯曲刚度系数矩阵,即

[k′]＝

０ k′５,３ k′５,５ ０ ０ k′５,９

k′６,２ ０ ０ k′６,６ k′６,８ ０
０ k′１１,３k′１１,５ ０ ０ k′１１,９

k′１２,２ ０ ０ k′１２,６k′１２,８ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

k′５,１１ ０
０ k′６,１２

k′１１,１１ ０
０ k′１２,１２

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(２６)

　 {u′}＝{veaweaθsyaθszavebwebθsybθszb}T (２７)
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同样地,弹塑性单元的剪力增量 {ΔFy}可计

算为

{ΔFy}＝

ΔFya

ΔFza

ΔFyb

ΔFzb

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝[kL２]{ve}＋[kθ２]{θe} (２８)

式中 横向线位移刚度系数矩阵 [kL２]和弯曲转角

刚度系数矩阵 [kθ２]分别为

[kL２]＝

k２,２ ０ k２,８ ０
０ k３,３ ０ k３,９

k８,２ ０ k８,８ ０
０ k９,３ ０ k９,９

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(２９)

[kθ２]＝

０ k２,６ ０ k２,１２

k３,５ ０ k３,１１ ０
０ k８,６ ０ k８,１２

k９,５ ０ k９,１１ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(３０)

将式(２４)代入式(２８)可得

{ΔFy}＝[kL２]{ve}＋
　　[kθ２][kΙ]－１([ks]{θs}－[kL１]{ve})＝[k″]{u′}

(３１)
式中 [k″]表示弹塑性单元的横向刚度系数矩阵,
即

[k″]＝

k′２,２ ０
０ k′３,３

０ k′２,６

k′３,５ ０
k′２,８ ０
０ k′３,９

０ k′２,１２

k′３,１１ ０

k′８,２ ０
０ k′９,３

０ k′８,６

k′９,５ ０
k′８,８ ０
０ k′９,９

０ k′８,１２

k′９,１１ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(３２)
耦合后的弹塑性梁单元的轴向刚度与扭转刚

度与原弹性梁单元相同,将式(２６)弯曲刚度系数和

式(３２)横向刚度系数矩阵根据位移重新进行排列

即可得到空间梁单元弹塑性刚度矩阵 [kep]为

[kep]＝

k１,１ ０ ０ ０ ０ ０ k１,７ ０ ０ ０ ０ ０
k′２,２ ０ ０ ０ k′２,６ ０ k′２,８ ０ ０ ０ k′２,１２

k′３,３ ０ k′３,５ ０ ０ ０ k′３,９ ０ k′３,１１ ０
k４,４ ０ ０ ０ ０ ０ k４,１０ ０ ０

k′５,５ ０ ０ ０ k′５,９ ０ k′５,１１ ０
k′６,６ ０ k′６,８ ０ ０ ０ k′６,１２

k７,７ ０ ０ ０ ０ ０
k′８,８ ０ ０ ０ k′８,１２

对称 k′９,９ ０ k′９,１１ ０
k１０,１０ ０ ０

k′１１,１１ ０
k′１２,１２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

(３３)

　　平面梁单元的弹塑性刚度矩阵只需在空间梁

单元的弹塑性刚度矩阵上限制z轴方向线位移以

及绕x ,y轴的转角自由度即可得到.

５　数值算例

本节选用广义位移控制法[１９]作为非线性路径

追踪方案.为便于说明,采用表１中的计算组合进

表１　数值计算中的组合

Tab．１　Combinationsinnumericalcomputation
组合 预测阶段 校正阶段

P１C１ [ke] {２
２f}＝{１１f}＋[ke]{u}

P２C１ [ke]＋[kg] {２
２f}＝{１１f}＋[ke]{u}

P３C２ [kep] {２
２f}＝{１１f}＋[kep]{u}

P４C２ [kep]＋[kg] {２
２f}＝{１１f}＋[kep]{u}

行分析.其中[kg]是文献[８]给出的梁单元几何刚

度矩阵.

５􀆰１　Lee’s框架

如图５所示Lee’s框架,杆长均为L,在水平杆

图５　Lee’s框架

Fig．５　Lee’sframe
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件距离左节点１/５位置处承受集中载荷P作用.每

根杆件划分为１０个单元,设置λ１
１＝１,P̂＝０􀆰１kN.

从图６的非线性路径可知,P１C１与 P２C１求

解的结构后屈曲响应完全相同,并且与Simo[２０]求

解结果基本一致.结合表２计算数据,P１C１相比

于P２C１的计算时间略长,需要更多的迭代次数来

收敛到结构的真实路径.因此仅使用结构弹性刚

度而不考虑几何刚度可以很好地求解平面框架结

构的几何非线性响应.

图６　Lee’s框架荷载Ｇ位移曲线

Fig．６　LoadＧdeflectioncurvesofLee’sframe

表２　Lee’s框架计算数据

Tab．２　ComputationofLee’sframe
计算组合 P１C１　 P２C１　

计算时间/s １􀆰５６ ０􀆰８８

增量步数 １８８０ ２０９８

平均每步迭代次数 ４􀆰９２ ２􀆰０６

５􀆰２　对称的直角框架

如图７所示对称直角框架在两个铰接端受到

大小相同的弯矩作用,即Mza＝－Mzc,并且在顶点

b处作用Fzb＝５×１０－５Mza大小的干扰力.结构在

a端和c端处允许发生沿x 轴平移和绕z 轴旋转

的位移,而节点b约束在yz 平面中移动.由于直

角框架的对称性,取结构左半部分进行分析,划分

为１０个空间梁单元,程序分析使用以下初始值,

λi＝５,M̂za＝１０N􀅰mm.

图７　承受末端弯矩的对称直角框架

Fig．７　SymmetricrightＧangleframesubjected
tofixedＧendmoments

图８绘制了P１C１和 P２C１的计算结果,求解

的结构后屈曲响应与 Argyris等[２１]的求解路径完

全吻合.结合表３计算数据说明,仅使用弹性刚度

可以很好地求解空间框架的后屈曲响应,唯一不足

的是程序计算时间和迭代次数有所增加.

图８　对称直角框架荷载Ｇ位移曲线

Fig．８LoadＧdeflectioncurvesofsymmetric
rightＧangleframe

表３　对称直角框架计算数据

Tab．３　ComputationofsymmetricrightＧangle
frame

计算组合 P１C１ P２C１

计算时间/s ９４􀆰０５ ２７􀆰６９

增量步数 ４９７１２ ５６５９９

平均每步迭代次数 ７􀆰８３ ２􀆰００

５􀆰３　两跨四层平面框架

如图９所示两跨四层平面框架,每根柱划分为

１个单元,每根梁划分为２个单元,程序分析使用

以下初始值,λ１
１＝１０,P̂＝６N.

图９　两跨四层框架

Fig．９　TwoＧbayfourＧstoreyframe
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　　P３C２与P４C２求解的框架顶部右节点的侧向

位移与荷载的关系曲线如图１０所示,两者计算结

果完全一致,并与文献[２２,２３]吻合较好.证明在

预测阶段和校正阶段只使用弹塑性刚度以及运用

刚体准则更新单元初始节点力可以很好地进行平

面框架结构的二阶弹塑性分析.结合表４的计算

数据,程序中不考虑几何刚度与常规考虑几何刚度

相比,计算的时间和迭代次数稍有增加.

图１０　结构荷载与顶层右节点位移曲线

Fig．１０　LoadＧdeflectioncurveoftoprightjoint

表４　两跨四层框架计算数据

Tab．４　ComputationoftwoＧbayfourＧstoreyframe
　计算组合 P３C２ P４C２

计算时间/s　　 ６􀆰１７ ６􀆰０１

增量步数 ７２１６ ７２１８

平均每步迭代次数 １􀆰０４ １􀆰００

５􀆰４　六层空间框架

如图１１所示的高低跨空间框架结构,每层楼

面上作用有均布竖向荷载９􀆰６kN/mm２,前正立面各

层柱顶节点承受沿y轴负向的风荷载５１􀆰３７６kN,

结构材料弹性模量为２０６８５０ MPa,屈服强度为

２５０MPa.每根杆件均划分为１个单元,程序设置

初始值为λ１
１＝１,水平荷载参考值Ĥ＝０􀆰１kN.

如图１２所示,P３C２与P４C２计算结果完全一

致,并与文献[２４,２５,１６]求解结果吻合较好,再次

证明本文建立的空间梁单元改进塑性铰模型的可

靠性.根据P３C２与P４C２求解结果的一致性和表

５中计算数据表明,仅使用结构弹塑性刚度而不

考虑结构几何刚度可以很好地进行空间框架结构

的二阶弹塑性分析,只是计算的时间和迭代次数有

所增加.

图１１　六层空间框架结构

Fig．１１　６Ｇstoreyspatialframedstructure

图１２　结构荷载与点A 位移曲线

Fig．１２　LoadＧdisplacementcurveofpointA

表５　六层空间框架计算数据

Tab．５　Computationof６Ｇstoreyspatial
framedstructure

计算组合　　 P３C２ P４C２

计算时间/s ２２􀆰１４ １５􀆰５６

增量步数 ８５４２ ８５５４

平均每步迭代次数 ４􀆰９５ ３􀆰４８

６　结　论

本文在不考虑结构几何刚度而只使用弹性刚

度或弹塑性刚度的情况下进行了框架结构非线性

和后屈曲分析的新尝试.主要结论如下.
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(１)增量迭代计算时,预测阶段使用的框架结

构刚度不必精确,仅使用结构弹性刚度或弹塑性刚

度即可.校正阶段单元节点恢复力需要精确计算,
以免引起单元节点的虚拟力,这是保证迭代收敛到

结构平衡路径的本质要求.
(２)迭代过程中,单元位移包含刚体转动和自

然变形两部分.采用刚体准则可以精确处理由刚

体转动引起的单元节点力变化,自然变形部分视为

小变形,产生的单元节点力增量直接采用弹性刚度

或弹塑性刚度计算即可.
(３)改进的塑性铰模型可以很好地模拟框架结

构塑性的发展,通过静力凝聚建立的梁单元弹塑性

刚度矩阵形式简洁、概念清晰.配合刚体准则计算

单元节点力,单元划分少,可以高效地进行框架结

构二阶弹塑性分析,适合于框架结构实际应用.
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Nonlinearanalysismethodforframestructurewithno
considerationofgeometricstiffness

CHENAnＧquan∗１,２,　LIN HangＧwei１

(１．SchoolofArchitectureandEngineering,NeijiangNormalUniversity,Neijiang６４１１００,China;
２．TheEngineeringTechnologyResearchCenterofIntelligentConstructionandBuilding

IndustrializationofNeijiang,Neijiang６４１１００,China)

Abstract:Basedonthemechanicalmechanismofincrementaliteration,thecharacteristicsofpredictor,
correctorandequilibriumcheckareanalyzedindetail．Combinedwiththerigidbodyrule,anaccurate
formulaforcalculatingtherecoveryforceofelementnodesinnonlinearanalysisofframestructuresis
established．Meanwhile,arefinedplastichingemodelisutilizedtoconstructtheelastoＧplasticbeam
elementandderivetheelastoＧplasticstiffness matrix,andthenonlinearanalysis methodforframe
structureswithaclearphysicalconceptandsimpleprocessisestablished．Throughtheanalysisoftypical
cases,itisdemonstratedthatusingonlyelasticstiffnessorelastoＧplasticstiffnesscanaddressthe
nonlinearresponseoftheframestructureevenwithoutconsideringthegeometricstiffness．Theonly
sacrificeistoslightlyincreasethenumberofiterationsinthenumericalcalculation．Theresultprovesthe
reliabilityoftheproposedmethod,whichistheapplicationofelasticstiffnessandelastoＧplasticstiffness
offramestructuresinnonlinearcapacityandpostＧbucklinganalysis．

Keywords:framestructure;geometricnonlinearity;materialnonlinearity;rigidbodyrule;refinedplastic
hinge
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DynamicresponseanalysisofdeepＧseaminingriser
basedonvectorformintrinsicfiniteelementmethod

XUJingＧchang１,２,　ZHENGHao２,　YAN HongＧhao∗１,　ZHANG Ming２,　WANGYingＧying３

(１．DepartmentofEngineeringMechanics,DalianUniversityofTechnology,Dalian１１６０２４,China;
２．StateKeyLaboratoryofExploitationandUtilizationofDeepＧseaMineralResources,ChangshaResearchInstitute

MiningandMetallurgyCo．,Ltd．,Changsha４１００１２,China;３．CollegeofSafetyandOceanEngineering,
ChinaUniversityofPetroleum,Beijing１０２２４９,China)

Abstract:AdeepＧseaminingriserisanimportantpartofthecollectionandtransportationsystemof
underwatermetalmineralssuchasmetalnodules,cobaltＧrichcrustsandsulfides．Thecomplexmarine
environmentloadhasanadverseeffectonthe mechanicalpropertiesoftheriser．ThevectorＧform
intrinsicfiniteelement(VFIFE)methodisanewdynamicanalysismethodbasedonvectormechanics．In
thispaper,the Matlabprogram basedontheVFIFEisusedtoanalyzethedynamicresponseofan
underwater５０００ m miningriser．Thedisplacementconfiguration,axialinternalforceandbending
momentdistributionoftheriserundertheconditionsofwaveandcurrentarecalculated,andtheresults
arecomparedwith AbaqusandOrcaflex．Theeffectsofminingship motion,structuraldampingand
internalflowvelocityonthedynamicresponseoftheriserarefurtheranalyzed．Theresultsshowthat
themovementoftheminingshipwillincreasethelateraldeviationoftheriserandtheamplitudeofthe
axialforceatbothends．Thestructuraldampingwillreducetheinfluenceoftheminingshipontheriser
andmakethestructuretendtobecomestablefaster．Theinternalflowwillreducetheaxialforceatthe
topoftheriser,andthereductionispositivelycorrelatedwiththeinternalflowvelocity．Italsoshows
thatVFIFEhashighaccuracyandfeasibilityinsimulatingthedynamicresponsebehavior,andprovidesa
newandsimplefiniteelementmethodforthestudyofdeepＧseaminingrisermechanism．

Keywords:deepseamining;riser;vectorfromintrinsicfiniteelement(VFIFE);dynamicresponse;wave
currentload;Inwardflow;miningvesselmovement
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