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摘　要:在薄壁件的随动支撑加工中,支撑头的点位布局会对抑振效果产生显著影响.本文基于 Whiffletree布局

策略以及刀具Ｇ工件Ｇ支撑耦合振动模型,建立了以支撑点数和支撑半径作为决策变量的布局优化模型,其中优化

指标为振动的幅值与均方根,并通过结构的干涉与边界条件确立变量范围.进一步地,为处理该优化模型中的偏

微分方程约束、不等式约束以及混合整数等问题,制定了以粒子群算法为主导,辅以参数扫描与惩罚函数的复合

寻解策略.最后,通过仿真验证了该寻解策略高效可行,同时得到了给定案例下的最优布局参数.该优化模型和

寻解策略可给其他具有相似性的物理系统布局优化问题提供一定的借鉴.
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１　引 言

为尽可能满足结构轻量化和提高比强度的需

求,航空、航天和航海等领域广泛采用薄壁件[１]作

为核心部件.但这类零件刚性较弱,使得其在铣削

加工过程中极易产生变形和震颤,进而严重影响加

工的精度与表面质量.针对该问题,一种随动支撑

的加工方式正逐渐引起产学界的关注与研究.该

方式的核心思想是在工件加工面的对侧搭载和刀

具协同运动的支撑头,通过抵消轴向力和提高工件

局部刚度的方式来有效抑制加工振颤和减小工件

变形[２].在随动支撑加工系统中,所用支撑头的结

构设计对加工质量的保障尤为关键.
为解决滑动支撑头对复杂曲面适应性较差的

问题,李迎光等[３]设计了一种单点高刚性滚动支撑

头.然而在实际加工中,两侧执行器的协同性很难

实时保障,此时单点支撑的抑振效果就会大大折

扣.对此,肖聚亮等[４]采用多点接触式的万向滚珠

的结构,在拓展有效支撑区域的同时减小了支撑结

构的体积,该装置还配有针型气缸以达到对支撑力

的便利调节.进一步地,鲍岩等[５]通过有限元法建

立了工件变形的仿真模型,讨论了支撑点的个数和

分布位置对支撑刚度的影响,并指出三点支撑的效

果要优于单点与双点支撑,同时位置分布在顺应铣

削力的变化时效果更好.在此基础上,是否支撑点

数越多效果越好以及如何建立能够提供更优加工

效果的点位布局策略都值得深入探讨.
光电望远镜的主镜支撑系统的支撑策略[６,７]

可以给薄壁件随动支撑系统提供一定的借鉴.如

图１所示,考虑后者在某时刻加工法线方向上的接

触区域,其主要受到加工中心处的轴向铣削力以及

对侧的多点支撑力,这与前者的整体力学模型颇为

相近,这就启发我们将主镜支撑系统中广泛采用且

效果显著的 Whiffletree策略[８]进行迁移运用.该

策略的核心思想是采用环式的对称布局来更好地

分布载荷,现存常用的正三角形和正六边形等多边

形支撑头点位布局[９,１０]本质上都是该思想下的特

殊案例.但这些研究未进一步探讨如何基于物理



模型,以及结合具体工况设计更优的可量化的布局

参数.

图１　相似系统的支撑策略借鉴

Fig．１　 Referencetosupportstrategiesforsimilarsystems

本文基于刀具Ｇ工件Ｇ支撑的耦合振动模型,设
计了以支撑半径和点数作为决策变量的优化问题.
该问题考虑了 Whiffletree环状布局下的结构约束,
并以减少加工振动作为指标设立目标函数.结合优

化问题的具体特点,将参数扫描和惩罚函数思想融

合进了粒子群算法,定制了适合的寻优策略,并通过

仿真得到了给定案例下的最优布局.该优化思路与

求解策略可推广至更多相似的物理系统,为其布局

优化提供一定的借鉴.

２　优化问题建立

２１　刀具Ｇ工件Ｇ支撑耦合振动建模

本文研究的刀具Ｇ工件Ｇ支撑耦合振动系统如

图２所示,立铣刀和多点支撑头在保持垂直薄壁平

板表面且同轴线的前提下,分别在构件两侧进行协

同运动.对支撑侧而言,单个支撑结构采用针型气

缸带动万向滚珠的形式,两者通过螺柱固连.同

时,采用引言提到的Whiffletree策略,通过环形均

图２　刀具Ｇ工件Ｇ支撑系统

Fig．２　ToolＧWorkpieceＧSupportsystem

布支撑点来提供稳定均匀的支撑效果.考虑到随

动支撑耦合接触区域较小以及减少设计成本的需

求,选取中心一点＋单环支撑的方式.
上述系统的耦合振动建模可从薄板的受迫振

动方程出发,由于薄壁件的厚度尺寸远小于其他两

个维度的尺寸,所以主要考虑垂直于中面上横向挠

度w(x,y,t).基于 KirchhoffＧLove假设,建立等

厚平板构件在外加激励下的振动方程为[１１]

D Ñ４w＋ρh
∂２w
∂t２ ＝q(x,y,t)

D＝ Eh３

１２(１－μ２)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１)

式中D ,E ,h,μ和ρ分别为工件的弯曲刚度、弹
性模量、壁厚、泊松比和密度,q(x,y,t)为工件单位

面积上受到的外加激励,其由铣削激励qm(x,y,t)

与支撑激励qs(x,y,t)共同构成.
立铣刀加工过程中主要是主切削刃受力,其铣

削力模型可通过切削微元法建立[１２].

dFt＝KtedL＋Ktcsdz
dFr＝KredL＋Krcsdz
dFa ＝KaedL＋Kacsdz

ì

î

í

ïï

ïï
(２)

式中dL和dz为切削刃的初等长度和高度,s为未

切削切屑厚度.dFt ,dFr 和dFa 分别代表切向、径
向和轴向的微元铣削力.参数 Kte ,Kre ,Kae ,

Ktc,Kre 和Kac 为铣削力系数.
为保障加工质量,铣刀将始终沿着工件表面的

法向运动,即此时对横向位移w 产生贡献的Fm(t)
主要为铣削力的轴向分力.同时为表示铣削力相

对于工件的移动,考虑采用狄拉克δ函数进行载荷

作用位置变化的描述.设铣刀中心点移动路径为

xm(t),ym(t),则铣削激励qm(x,y,t)可表示为

qm(x,y,t)＝Fm(t)δ(x－xm(t))δ(y－ym(t))(３)
对支撑侧而言,考虑将所有气缸的气压进行联

通,从而更好地均衡载荷分布同时提高系统的鲁棒

性.设支撑头的总支撑点数为n,其中１个位于支

撑头中心处,其n－１个均匀分布在半径为r的圆

上.设支撑头提供的总支撑力为Fs(t),各支撑头

点移动路径为xsi(t)和ysi(t),则支撑激励qs(x,

y,t)可表示为

qs(x,y,t)＝∑
n

i＝１

Fs(t)
n δ(x－xsi(t))δ(y－ysi(t))

(４)
若中心支撑点的移动路径为xs１(t)和ys１(t),

则支撑环上各点的路径为
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xsi(t)＝xs１(t)＋rcos２π(i－１)
n－１

ysi(t)＝ys１(t)＋rsin２π(i－１)
n－１

ì

î

í
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ï
ï

　(i＝２,３,,n)

(５)

２２　基于抑振效果的目标函数

式(１)的解描述了耦合接触区上不同位置的点

在不同时刻下的振动,这是一个动态变化的模型,
所以需要尽可能从不同的视角进行全面的考量.
在该问题中,最直观的优化指标就是将振动最大值

降低,从而避免出现过大的振动峰值,有助于防止

系统受到过大的冲击或破坏.该指标表达式为

f１＝w(x,y,t)max (６)
式中t∈ [t０,t１]表示考察的时间范围,x∈ [x０,x１]
和y∈ [y０,y１]表示考察的空间范围.

除了上述指标外,振动分析还需考虑振动的均

方根(RMS)来作为特定时空范围内的振动信号的

平均振幅指标.RMS通过综合反映振动的波动性

和变化性,不仅描绘出耦合区整体的振动情况,而
且还能间接表征振动的能量水平,其表达式为

f２＝
∫

t１

t０∫
y１

y０∫
x１

x０
w２(x,y,t)dxdydt

(x１－x０)(y１－y０)(t１－t０)
(７)

式(６)和式(７)分别从峰值和均值两个视角衡

量了因振动导致平板上的点偏移平衡位置的位移

大小,因此两者量纲是一致的,使用加权和法综合

以上两个指标,得到该结构优化的整体优化指标

minf＝α１f１＋α２f２ (８)
式中α１ ,α２ 为权重系数,并且满足和为１.

２３　基于环状布局的结构约束

在确定系统受力的情况下,外加激励产生的效

果主要受支撑点数n和支撑半径r 影响.但这两

个参数取值并不是任意的,其还受到结构约束带来

的限制.假设单个支撑结构的干涉半径为r０ ,支
撑头最外围半径为r１ .如图３所示,其应满足结

构约束(a~c).

图３　结构约束示意图

Fig．３　 Schematicdiagramofstructuralconstraints

(a)中心支撑结构与环上支撑不干涉,即

r＞２r０ (９)
(b)环上支撑结构落在支撑头外径内,即

r＜r１－r０ (１０)
(c)环上相邻支撑间不干涉,设中心支撑的圆

心为O１ ,环上任意相邻两个支撑的圆心分别为Om

和Om＋１ .这 三 个 圆 心 构 成 等 腰 三 角 形,其 中

∠OmO１Om＋１＝２π/(n－１),根据余弦定理可得Om

和Om＋１ 之间的间距d为

d＝ ２r２(１－cos(２π
n－１

)) (１１)

为满足约束(c),需保证d＞２r０ ,即

r＞ ２r２
０

１－cos(２π
n－１

)
(１２)

观察得式(９)和式(１２)都是变量r的下界,在
两者中取更大值得到实际下界,计算得n＝７时两

个下界线相交,可作为两者选取的判断节点.同

时,考虑r的下界取值应小于其上界的取值,结合

式(１０,１２)可解出n取值的上界为

n＜１＋ ２π

arccos(１－ ２r２
０

(r１－r０)２
)

(１３)

为保证支撑环上有至少一个点位且式(１２)的
分母处不为０,取n为大于２的正整数.

２４　优化问题整合

综合考虑式(１~５)建立的耦合振动方程,式
(６~８)描述的优化指标,式(９~１３)得出的变量约

束,得到该优化问题的凝练数学表达,即找到一组

n和r,使其满足

minf＝α１wmax＋α２
∫Ω

w２dxdydt

Vol(Ω)

　s．t．

D Ñ４w＋ρh
∂２w
∂t２ ＝q(n,r)

２＜n＜＋ ２π

arccos(１－ ２r２
０

(r１－r０)２
)

(n∈z＋)

max[２r０, ２r２
０

１－cos(２π
n－１

)
]＜r＜r１－r０

Ω:x∈ [x０,x１],y∈ [y０,y１],t∈ [t０,t１]

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

(１４)

３　寻解策略

观察式(１４)可得,其需要将不同的n与r取值

代入４阶偏微分方程进行求解,并以所得时空范围

内的平板振动情况进行处理后才能得到衡量指标.
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该问题属于偏微分方程约束下的优化问题,难以通

过直接的数学分析找到极值点.同时内含的不等

式约束以及连续与离散混合的变量又进一步增加

了其求解难度.本节根据该问题的具体特点,确立

了以粒子群算法为主导,结合参数扫描与惩罚函数

的复合寻解策略.

３１　粒子群算法

由于该问题的求解复杂性,选择使用群体智能

优化算法进行解空间的探索.其中,粒子群优化

PSO(ParticleSwarmOptimization)算法[１３,１４]作为

一种经典而高效的方法,因其简单的数学形式和快

速的收敛性能,认为是解决该问题的理想选择.

PSO是一种受自然界群体行为启发而总结出来的

优化算法,其核心思想是模拟一群粒子在解空间内

搜索,通过信息共享机制不断优化与迭代,以找到

某个目标函数的最优解.设粒子个数为 N ,变量

维数为d,算法主要流程如下.
(１)随机初始化第i个粒子在第j个维度下的

位置xi,j 和速度vi,j .
(２)根据目标函数计算到时间t为止每个粒子

的适应度值ft
i,j ,并从中比较找出粒子的历史个体

最优位置值Pt
best,i,j 和群体最优位置值Gt

best,j .
(３)粒子基于习性、认知和社会三个概念进行

自身速度与位置的迭代更新,即

vt＋１
i,j ＝ωvt

i,j＋c１d１(Pt
best,i,j－xt

i,j)＋
c２d２(Gt

best,j－xt
i,j)

xt＋１
i,j ＝xt

i,j＋vt＋１
i,j

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１５)

式中ω为惯性权重,c１ 和c２ 是学习因子,d１ 和d２

是 [０,１]内的随机数.
(４)判定是否达到最大迭代次数:若否,则回到

步骤(２)持续迭代;若是,则输出得到的最优结果.

３２　参数扫描

由于变量n的取值必须是正整数才具有实用

的价值,这就形成了混合整数优化问题.常见的思

路大多是在算法检索时从所有变量都是连续的松

弛问题入手,在位置更新后进行舍入或者修正操

作,但这样搜索的空间过大,还可能会增加陷入局

部最优值的风险.
由式(１３)可知,变量n的上限仅与结构参数r０

和r１ 有关,而考虑到实用经验以及成本问题,两者

间的比值往往不会过大[１５].若考虑两者比例不超

过５,即r１－r０ ≤４r０ ,将该式代入式(１３)并结合反

余弦函数的增减性进行放缩可得

n＜１＋ ２π

arccos(１－ ２r２
０

(r１－r０)２
)

≤１＋ ２π

arccos(１－ ２r２
０

１６r２
０
)
＜１４

(１６)

在常见的案例中,n的取值个数(记为m )往
往是非常有限的.这就启发直接采用参数扫描的

思路,即同时开m 个相互独立的粒子群进行并行

运算,算得在不同n下的最优指标及对应的r 值,
在迭代完成后再统一比较,得到真正的全局最优

值.这样处理不仅将粒子搜索的二维区域直接缩

小成多条一维线构成的线组,还能对其子问题,如
指定n来寻找最优的支撑半径r提供解答.

３３　惩罚函数

在参数扫描后,每一个单独种群仅需要优化r
一个变量.但在进行位置的迭代时,r的取值可能

会超出约束范围,造成解的无效性,这里引入惩罚

函数进行处理.
惩罚函数的核心思想是在目标函数中引入一

个额外的罚项,以对不满足约束条件的解施加罚

分.通过这种方式,引导算法去寻找满足约束条件

的解.设x＝[x１,x２,,xd]为待优化的d 维矢

量,则所有不等式约束均可转化为

gk(x)≤０　(k＝１,２,,m ) (１７)
然后以此构造惩罚项

F(x)＝∑
m

k＝１
σk max{０,gk(x)}λk (１８)

式中σk 和λk 分别代表惩罚系数与幂系数.
当变量取值满足约束时,惩罚项为０;当变量

取值不满足约束时,违背程度越高惩罚项越高,这
能较为柔和地引导粒子找到满足约束下的解.

３４　寻解策略整合

综合３１~３３小节的思路,整合该优化问题

的寻解策略如图４所示.即先通过给定的r０ 和r１

值计算正整数n的上限,并结合取值个数m 开对

应个数的粒子群进行参数扫描下的并行运算,每个

子群独立进行粒子的适应度计算与迭代更新,并在

全部迭代完成后进行统一的排序,确定全局下的最

优适应度.
在适应度计算时,首先确定该粒子所属的n和

r值,然后将该参数代入耦合振动模型进行离散化

与求解,得到的解即是探讨时空范围内的平板振动

位移.将该位移代入计算振动幅值与均方根的目

标函数获得适应度,并结合变量约束带来的惩罚函
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数进行适应度的更新修正.

图４　寻解策略流程

Fig．４　Solutionfindingftrategyflowchart

４　仿真分析

４１　耦合振动方程求解

处理该优化问题的前置需求是能够求解出在

外加激励下平板各点的振动情况.本研究采用

Matlab的solvepde函数对式(１)描述的耦合振动

方程进行有限元方法下的求解,该函数支持求解的

一般格式为

m∂２u
∂t２ ＋d∂u

∂t－ Ñ(c⊗ Ñu)＋au＝f (１９)

式中 ⊗为张量积.
通过换元将式(１)降阶为二阶偏微分方程组

D(∂
２v

∂x２ ＋∂２v
∂y２)＋ρh

∂２w
∂t２ ＝q(x,y,t)

∂２w
∂x２ ＋∂２w

∂y２ －v＝０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(２０)

取式(１９)的u＝[w　v]T ,并与转化后得到的

式(２０)进行对照,可得编程所需的系数矩阵为

m＝ ρh ０
０ ０

é

ë
êê

ù

û
úú,d＝

０ ０
０ ０

é

ë
êê

ù

û
úú,a＝

０ ０
０ －１

é

ë
êê

ù

û
úú,

c＝
０２×２ －DI２×２

－I２×２ ０２×２

é

ë
êê

ù

û
úú,f＝

q(x,y,t)

　　０
é

ë
êê

ù

û
úú

(２１)

现取一个案例进行方程求解验证.设薄壁平

板工件物理参数列入表１,设工件中心点为坐标轴

原点,并在此处施加１００N恒力表示常取的铣削力

幅值.设边界条件为四边固定,初始条件为工件上

各点在初始时刻的位移与速度均为０.如图５所

示,通过solvepde函数求解出的各点静态位移与

专业有限元仿真软件 COMSOL在数值大小与分

布规律上均保持一致,证明先前的方程构建与求解

过程无误.

表１　薄壁平板构件物理参数

Tab．１　PhysicalparametersofthinＧwalledflat
platecomponents

参数类型 数值

几何尺寸 １０００mm×１０００mm×５mm
弹性模量 ７０GPa
密度　　 ２７００kg/m３

泊松比　 ０３

图５　 平板受迫振动求解对照

Fig．５　Comparisonofforcedvibrationsolutionsforaflatplate

４２　优化案例

在完成前置准备工作后,进行优化案例求解分

析.设构件物理参数、初值条件和边界条件同前,
取结构参数r０ 和r１ 分别为００１７m 和００８０m.
为较好地拟合铣刀轴向力大小变化的周期性,采用

谐波函数对其进行简化描述.

Fm(t)＝F０sin(ωt＋φ０) (２２)
式中F０ ,ω和φ０ 为轴向铣削力的幅值、角频率和

初相,此案例中分别取１００,５００π和０.
取总支撑力与铣削力等幅同频反向,且各支撑

点保持均分.取权重指标α１ 和α２ 均为０５,考察

从初始时刻到０１６s的系统振动状态.采用离散

点位绘制待考察适应度与两个变量之间的关系,如
图６所示,图像缺少的一角对应２３节的结构约

束,以n取值为７作为分界线.同时,对同一个支

撑点数来说,不同的支撑半径取值会对抑振效果产

生巨大影响,所以该参数的选取需要更加严谨细

图６　 不同支撑点数与半径取值下的适应度

Fig．６　 Fitnessatdifferentsupportpointcountsandradiusvalues

６６３ 计 算 力 学 学 报 　第４２卷　



致.进一步地,对整张图像的适应度分布来说,其
并无在增减性上具有明显的规律性,证明该问题有

采用优化算法进行寻优的必要性.
现进行粒子群算法下的并行寻优,设不同n取

值下的检索粒子数量为３,算法迭代１００代,迭代

公式中学习因子c１＝c２＝１５,惯性权重ω采用线

性递减的方式,用以实现从前期重视全局探索到后

期重视局部探索的平滑过渡.

ω＝ωmax－ωmax－ωmin

１００ i (２３)

式中ωmax和ωmin分别为惯性权重的初始值和结束

值,此处分别取０９和０５,i为迭代的代数.
算法的迭代曲线如图７所示,各取值基本都在

５０代内收敛到稳定值,证明采用寻解策略的有

效性.

图７　 粒子群并行求解迭代曲线

Fig．７　Parallelparticleswarmoptimizationforiterative
curvefitting

进一步地,算法所得的不同点数取值下的最优

适应度及其对应半径如图８所示.可以看出,在均

衡考虑振动的幅值和均方根的该案例下,得到的最

优支撑点数是５,即除去中心的１点,环状上均布

的４点正好构成标准的正方形.此外,在n取４和

７时,其最优适应度与全局最优之间也十分接近,
相对偏差不超过１％,这时环上支撑构成正三角形

和正六边形,这也为先前研究者常采用的支撑策略

提供一定的佐证,并且从经验角度拓展到了基于模

型的优化问题寻解的层面.当n取值大于７时,随
着点数的增加,其能达到的最优适应度呈上升趋

势,证明并非支撑点的数量越多,抑振效果越好.
同时可知,取值半径的整体变化趋势与最优适应度

大体相符,在上述的３个优质的n取值下,对应的

取值半径均在２１r０ ~２２r０ 之间,可提供一定的

设计借鉴.

图８　 不同点数取值下的最优适应度及其对应半径

Fig．８　Optimalfitnessandcorrespondingradiusatdifferent
pointvalues

５　结　论

本文提出了一种基于 Whiffletree策略的随动

支撑头点位布局优化方法.该方法从刀具Ｇ工件Ｇ
支撑局部接触区的耦合振动建模出发,以环状支撑

结构干涉与边界作为约束,以抑制平板振动的最大

峰值与均方根作为指标,来优化总支撑点数与支撑

环半径两个决策变量,并整合形成清晰凝炼的数学

表达.根据该问题的特点确立针对性的寻解策略,
其中以粒子群算法为主导,用参数扫描处理混合整

数优化问题,用惩罚函数处理不等式约束问题.最

后,仿真验证了寻解策略的有效性并得到了设定案

例下的最优支撑参数.
本研究主要探讨了薄平板构件在受谐波激励

下的支撑点位布局优化问题,在该框架下,可进一

步进行推广至更复杂的构件形状与受力情况.同

时,该研究也为相似物理系统的布局问题提供了优

化数学模型与对应寻解策略的借鉴,可结合不同系

统的特性进行定制化的设计.
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OptimizationoffollowingＧupsupportheadpositioningbasedon
whiffletreestrategyandcoupledvibrationmodel

DONGFangＧfang１,３,　 LIUZhao１,３,　 ZHAOXiaoＧmin∗２,　 HANJiang１,３,　 HUANGXiaoＧyong１,３

(１．SchoolofMechanicalEngineering,HefeiUniversityofTechnology,Hefei２３０００９,China;
２．SchoolofAutomobileandTransportationEngineering,HefeiUniversityofTechnology,Hefei２３０００９,China;

３．AnhuiEngineeringLaboratoryofIntelligentCNCTechnologyandEquipment,Hefei２３０００９,China)

Abstract:InthefollowingＧupsupport machiningofthinＧwalledparts,thepositioninglayoutofthe
supportheadhasasignificantimpactonthevibrationdampingeffect．Basedonthewhiffletreelayout
strategyandthecoupledtoolＧworkpieceＧsupportvibration model,this paperestablishesalayout
optimizationmodelwiththenumberofsupportpointsandthesupportradiusasdecisionvariables．The
optimizationindicatorsaretheamplitudeandrootmeansquareofvibrationmagnitudes,andthevariable
rangeisestablishedthroughstructuralinterferenceandboundaryconditions．Furthermore,toaddressin
differentialequationsconstraints,inequalityconstraints,andmixedＧintegerproblemsinthisoptimization
model,acompositesearch strategyisformulated,primarily usingthe particleswarm algorithm
supplementedbyparameterscanningandpenaltyfunctions．Finally,theefficiencyandfeasibilityofthis
searchstrategyareverifiedthroughsimulations,andtheoptimallayoutparametersforthegivencaseare
obtained．Thisoptimizationmodelandsearchstrategycanprovideinsightsforsimilarlayoutoptimization
problemsinotherphysicalsystems．

Keywords:followingＧupsupport;layoutoptimization;particleswarm;whiffletreestrategy;coupledvibraＧ
tion
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