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摘　要:离散变量结构优化设计的结果相较于连续优化设计更加符合工程实际的需求,然而设计变量的不连续

性,导致许多有效的解析数学的优化算法和条件不再适用.因此本文提出了一种连续化处理离散变量结构优化

设计问题的新函数,称为S型曲线积分函数,该函数在自变量取０或１时,函数值为零且函数具有连续光滑的性

质.通过引入新的０Ｇ１设计变量,离散变量优化设计问题可以转化成等价的０Ｇ１规划,令S型曲线积分函数值为

零,取代新设计变量取０Ｇ１离散值的约束条件,以实现离散变量优化问题的连续化处理.建立起与原问题等价的

非线性规划问题的数学模型,用数学规划的方法进行求解,并给出了相应的算法.最后,基于 MATLAB数值分析

软件计算数值算例和经典桁架结构截面尺寸优化问题,数值结果表明所提方法是有效的且对问题规模不敏感.
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１　引 言

结构优化设计可分为连续变量结构优化和离

散变量结构优化问题,通常连续变量结构优化设计

得到的最优解,并不能直接满足工程实际的需求,
导致结构优化设计的实际应用相对落后于理论的

发展[１].为此,研究者提出了许多针对离散变量优

化问题的求解方法,如早期的割平法、分支定界法

等直接求解的方法;以及研究较多的启发式算法,
如遗传算法[２,３]、蚁群算法[４]等在离散变量优化设

计领域也起到了较好的效果.然而离散变量结构

优化设计本身属于组合优化问题,随着设计变量的

数目和可行集元素的增加,问题的计算量会呈现指

数型增长.为避免离散变量本身固有的困难特性,
连续化处理离散变量优化问题的方法提供了有效

的求解思路.
离散变量结构优化的连续化思想最早源于

Templeman等[５]提出的分节法,但分节法只适用

于桁架结构的等内力单元问题.此后,隋允康等[６]

又提出了用无量纲化设计变量的方法和分节无穷

小微元的无穷组合模型,克服了分节法不能处理变

量连接问题和非等内力单元的缺点.谭涛等[７,８]

在将离散变量转化为０Ｇ１变量的基础上提出了

Sigmoid函数法、NCP函数法和二进制熵函数法三

种连续化方法.不同于从具体问题的物理关系出

发提出的分节法等连续化方法,直接从数学的角度

得到的连续化模型更适用于一般的离散变量优化

问题;李兴斯等[９Ｇ１１]分别用不同的 NCP函数及光

滑化方法,研究了基于 NCP函数的离散变量结构

优化的连续化方 法 及 应 用;Pan 等[１２,１３]提 出 用

NCP函数连续化方法求解二次规划问题,验证了

方法的有效性;此后,Peng等[１４]提出了基于 SigＧ
moid函数法和 NCP函数法的多体动力学优化模

型;韦园清[１５]又将Sigmoid函数法和 NCP函数法

应用到电力系统的无功优化问题中,验证了离散变

量连续化的方法在收敛特性和优化结果方面都具

有较好的优越性,以及计算时间对系统规模不敏感

的特性.目前有关离散变量连续化方法的思想大

多是在将离散变量转化成０Ｇ１变量的基础上进行

的.这种方法有效降低了问题的复杂程度,在离散

变量优化问题的其他求解方法上也得到广泛应

用[１６,１７].



将离散变量０Ｇ１连续化后,问题的离散性体现

在设计变量取０或１的约束条件上,实现连续化的

本质,是用连续可微的函数取代设计变量为０或１
的离散条件.为此,本文利用S型函数的性质,对
其进行积分等基本函数变换,提出了一个新的函数

称为S型曲线积分函数,并给出了函数的基本性

质.由于S型曲线积分函数在定义域上连续可微,
且具有函数值为０时,自变量取０或１的性质,用
来取代０Ｇ１规划问题设计变量取离散值的约束条

件,即可实现原离散变量结构优化设计问题的连续

化.通过计算数值算例和经典桁架结构截面尺寸

优化问题对所提方法的有效性进行验证.

２　S型曲线积分函数的构造及性质

S型曲线也称为Sigmoid曲线,在结构优化领

域有十分重要的作用,经典Sigmoid函数表达式为

z(x)＝ １
１＋e－x/γ (１)

式中γ为陡度参数,不同取值的γ对应Sigmoid函

数不同陡度的曲线,如图１所示.

图１　Sigmoid函数族

Fig．１　GraphofSigmoidfunctionfamily

根据图１函数曲线的特性和积分的几何意义,
对式(１)所示的z(x)进行伸缩平移变换可以得到

值域为[－１,１],图像关于点 (１/２,０)对称的新函

数

z~(x)＝ ２
１＋e－(x－１/２)/γ －１ (２)

再对z~(x)积分,得到的函数Z(x)是关于x＝
１/２对称的,即自变量取０或１时具有相同的函

数值.

Z(x)＝２γln(e－(x－１/２)/γ＋１)＋x＝
２γln(ex/２γ＋e(１－x)/２γ)

(３)

令μ＝２γ,式(３)可以写成

Z(x)＝μln(ex/μ ＋e(１－x)/μ) (４)
为简化Z(x)在０或１处的函数值,定义参数

函数

f(μ)＝μln(e１/μ ＋１) (５)
将式(４,５)两式相减得到新函数

Ψ(x)＝μln(ex/μ ＋e(１－x)/μ)－μln(e１/μ ＋１)
(６)

式中μ≠０,根据函数的构造方法,式(６)的函数为

S型曲线积分函数,参数μ为平滑参数.不同参数

对应的函数曲线如图２所示.

图２　S型曲线积分函数图像族

Fig．２　GraphofSＧtypecurveintegralfunctionfamily

与Sigmoid函数相似,参数μ的不同取值决定

了Ψ(x)不同平滑程度的曲线.图２给出了μ＞０
的情况,当μ取负值时对应的一组函数曲线关于

y＝０对称.
引理１　式(６)的S型曲线积分函数具有以下

性质:
(１)Ψ(x)在定义域ℝ上连续可微,且存在一

阶、二阶导数为

Ψ′(x)＝ex/μ －e(１－x)/μ

ex/μ ＋e(１－x)/μ

Ψ′′(x)＝ ４ex/μe(１－x)/μ

μ(ex/μ ＋e(１－x)/μ)２

(２)当平滑参数μ＞０时,Ψ(x)在ℝ上是严格

凸函数.
(３)Ψ(x)＝０是x＝０或１的充分必要条件.
证明:性质(１)无需证明,为证明函数性质(２),

首先给出凸函数的二阶条件定理.
定理１　设f(x)是定义在凸集上的二阶连续

可微的函数,则函数f(x)是凸函数,当且仅当

Ñ２f(x)≥０
如果 Ñ２f(x)＞ ０,则函数f(x)是严格凸

函数.
根据性质１和定理１可知,当μ ＞０时,有

Ψ′′(x)＞０,故S型曲线积分函数在x∈ℝ 上是严

格凸函数.
令Ψ(x)＝０,有

　Ψ(x)＝μln(ex/μ ＋e(１－x)/μ)－μln(e１/μ＋１)＝０
⇒ex/μ ＋e(１－x)/μ ＝e１/μ ＋１＝e１/μ ＋e０/μ

⇒x＝０orx＝１ (７)
由图３和式(７)可知,当Ψ(x)＝０时,函数的

零 点 为 ０ 或 １;且 x ＝０ 或 １ 时,有 Ψ (０)＝
Ψ (１)＝０,性质(３)成立,引理１证毕.
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３　离散变量优化设计连续化模型

一般的离散变量结构优化设计问题表达式可

以写为

min　f(x)

s．t．　gj(x)≤０　(j＝１,２,,J)

xi ∈Si＝{Si１,Si２,,SiRi
}(i＝１,２,,n)

(８)
式中f(x)为目标函数,gj(x)为约束函数,Si 为

第i个设计变量的离散集,Ri 为第i个离散集的维

度.引入新的设计变量δir ,用离散集Si 与之进行

线性组合为原来的设计变量xi .

xi＝∑
Ri

r＝１
Sirδir　(i＝１,２,,n) (９)

式中 新设计变量δir 需满足

∑
Ri

r＝１
δir ＝１

(δir ∈ {０,１},i＝１,２,,n,r＝１,２,,Ri)
(１０)

式(１０)使得与原设计变量xi 对应的一组新变

量δir 的值只能取得０或１,并且有且只有一个δir ＝
１.根据式(９),当δir＝１时,xi＝Sir ∈Si .通过上

述方法,用δir 代替原设计变量,代入原离散优化设

计问题,可以得到与式(８)等价的０Ｇ１规划问题:

min　f(δ)

s．t．　gj(δ)≤０　(j＝１,２,,J)

　　∑
Ri

r＝１
δir ＝１　(i＝１,２,,n)

　　δir ∈ {０,１}　(r＝１,２,,Ri)

(１１)

根据S型曲线积分函数的性质,将δir 代入式

(７)得

Ψ(δir)＝μln(eδir/μ ＋e(１－δir)/μ)－μln(e１/μ ＋１)＝０
(１２)

式(１２)与模型(１１)中δir ∈ {０,１}的约束条件

是等价的.因此,将式(１２)代入式(１１),原问题可

以转化成与其等价的非线性规划问题:

min　f(δ)

s．t．　gj(δ)≤０　(j＝１,２,,J)

　　∑
Ri

r＝１
δir ＝１

　　Ψ(δir)＝０　(i＝１,２,,n,r＝１,２,,

Ri) (１３)
至此,通过所提的S型曲线积分函数,建立了

离散变量结构优化设计的连续化模型,如式(１３)所
示.在工程结构优化问题中,通常gj(δ)表示结构

的位移、应力、刚度等约束条件,约束函数较多会影

响问题的计算效率,而凝聚函数法[１１,１８]可以有效

减少约束函数的数量,以简化问题的求解规模.设

函数gj(δ)(j＝１,２,,J)充分光滑,其中最大值

函数为

gmax(δ)＝max{gj(δ)} (１４)
凝聚函数为

gε(δ)＝gmax(δ)＋εln∑
m

j
exp{[gj(δ)－gmax(δ)]/ε}

(１５)
在ε＞０且足够小的条件下,式(１５)在 ℝn 上

逼近式(１４).将式(１３)中所有的等式约束写成

hm(δ)＝０　(m＝１,２,,M;M＝n＋∑
n

i＝１
Ri)

(１６)
式(１５,１６)代入式(１３)简化非线性规划模型

后,采用部分增广拉格朗日函数算法[１９]对其求解.
只将等式约束放入增广拉格朗日函数,而不等式约

束作为子问题的约束函数进行计算,得到的部分增

广拉格朗日函数子问题为

min　Lσk
(δ,λk)＝f(δ)＋∑

M

m＝１
λk

mhm(δ)＋σk

２∑
M

m＝１
h２

m(δ)

s．t．　gε(δ)≤０ (１７)
式中σk 为惩罚参数,λm 为拉格朗日乘子,其更新方

式为

λk＋１
m ＝σkhm(δk)＋λk

m (１８)
具体算法如下:

Step１:给定初始点δ０∈Ω ,初始参数k＝０,

λ０＞０,σ０＞０,κ∈(０,１),η＞０,ε＞０.

Step２:以δk为子问题初始点,求解部分增广拉

格朗日问题(１７),得到子问题最优解δk＋１ ,且满足

gε(δk＋１)≤０.

Step３:按式(１８)修正拉格朗日乘子.

Step４:更新罚因子,如果‖h(δk＋１)‖≥κ‖h(δk)‖,
令σk＋１＝ησk ,否则,令σk＋１＝σk .

Step５:判 断 是 否 满 足 终 止 准 则,如 果

‖ ÑL(δk＋１,λk)‖ ≤ε２ ,则算法终止,否则令k＝
k＋１,回到Step２,进行下一次循环.

上述算法中,步骤２中带不等式约束的优化子

问题,在本文采用 MATLAB软件中的fmincon函

数进行求解.此外,式(１２)中的平滑参数μ的取值

为非零实数,根据图２可知,平滑参数μ越大,S型

曲线积分函数的图像越平缓;反之,μ越小,曲线越

陡峭.对于简单的问题,可以令μ取较小的值,使
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得设计变量更快地离散到０Ｇ１值上;而对于较复杂

地问题,为避免设计变量陷入局部最优解,可以增

大平滑参数μ的取值,在本文桁架结构优化算例

中,参数μ的取值为５,以确保优化过程可以平稳

收敛到最优解;凝聚函数中的参数ε只需满足大于

零且足够小的条件,因此,本文算例取ε＝１０－４ 进

行计算.

４　数值算例

４１　算例１
　 min　f(X)＝x１＋０５x２＋１５x３＋０８x４＋１
　st 　１０－x２

１－x２
２－x２

３－x２
４ ≤０

１２－２x２
１－x２

２－x２
３－２x２

４ ≤０
９－x２

１－３x２
２－０８x２

３－０５x２
４ ≤０

１５－０５x２
１－２x２

２－３x２
３－x２

４ ≤０
xi ∈Si＝{０,１,２,３}　(i＝１,２,３,４)

上述问题共有４个设计变量,每个变量可取的

离散值有４个,根据式(９)所示的变量线性组合方

式,原设计变量可用１６个０Ｇ１变量替代,利用本文

所提算法,式(１２)的平滑参数μ取０１,经过５次

迭代计算得到相应的０Ｇ１变量为

[δ１１,δ１２,δ１３,δ１４]＝[１,０,０,０]
[δ２１,δ２２,δ２３,δ２４]＝[０,０,０,１]
[δ３１,δ３２,δ３３,δ３４]＝[１,０,０,０]
[δ４１,δ４２,δ４３,δ４４]＝[０,０,１,０]
优化计算过程列入表１,原问题最优解为

X∗ ＝[０,３,０,２],f(X∗ )＝４１０.

表１　算例１优化迭代过程

Tab．１　Optimizationiterativeprocessof
numericalexample１

迭代 x１ x２ x３ x４ f(X)

０ ０６０ ０６０ ０６０ ０６０ ３２８

１ ０００ ３００ ０００ １２１ ３４７

２ ０００ ３００ ０００ １２２ ３４８

３ ０００ ３００ ０００ １２１ ３４７

４ ０００ ２７０ ０００ ２００ ３９５

５ ０００ ３００ ０００ ２００ ４１０

４２　２５杆桁架截面尺寸优化

２５杆桁架结构如图３所示.材料弹性模量为

６８９８GPa,材料密度为２７６９kg/m３.设计变量是

各杆件的截面面积,目标函数是结构重量.根据结

构的对称性,２５根杆件可以分为８组,即对应设计

变量有八个,杆件分组情况列入表３.结构受两种

工况的荷载作用列入表２.讨论两种情况下２５杆

优化问题的算例.
算例１:设计变量的许用离散集为S１ ＝{５１６,

６４５,１９３６,４５１６,６４５２,１２９０３,１９３５５,

２５８０６}(mm２),节点１和节点２在x和y 方向上

的最大位移不超过±８８９mm,各杆件许用应力列

入表３.
算例２:设计变量从许用离散集S２ ＝{６４５,

２５８１,５１６１,７７４２,１０３２３,１２９０３,１５４８４,

１８０６４,２０６４５,２３２２６,２５８０６,２８３８７,３０９６８,

３３５４８,３６１２９,３８７１０}(mm２)中选取,所有节点

在x,y,z三个方向上的位移不超过±８８９mm,各
杆件的许用应力值为±２７５８MPa.

图３　２５杆空间桁架

Fig．３　２５Ｇbarspatialtruss

表２　２５杆桁架荷载工况

Tab．２　Loadconditionsof２５Ｇbarspatialtruss
工况 节点 Px/kN Py/kN Pz/kN

１ １ ４４５ 　４４５ －２２２５

１ ２ ００ 　４４５ －２２５

１ ３ ２２２５ 　００ 　００

１ ６ ２２２５ 　００ 　００

２ １ ００ 　８９０ －２２５

２ ２ ００ －８９０ －２２５

　　２５ 杆桁架结构算例 １ 的最优解 为 X∗ ＝
(５１６,１２９０３,１９３５５,５１６,５１６,４５１６,１２９０３,

１９３５５)(mm２),结构最优重量为W ∗ ＝２６３０４５N,
与文献[１１]优化计算结果一致.优化迭代过程如

图４所示.根据本文算法,算例１共有８个设计变

量,每个设计变量的许用离散集元素均为８个,根
据式(９),原设计变量可用６４个０Ｇ１变量等价替

换,新设计变量的初值点均取为０５进行迭代计
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算.该问题共有８个线性等式约束和６４个非线性

等式约束,对各类等式约束的绝对值取最大值并进

行归一化处理,得到其变化过程如图４(c)所示,图

４(a)表示８组杆件截面尺寸的迭代过程,随着惩罚

参数的更新促使各类等式约束条件趋于同时满足,
因此计算过程中原设计变量能够趋近于离散集S１

中的离散元素.

表３　２５杆节点连接情况及许用应力

Tab．３　Memberlinkinggroupsandstresslimits
分组 编号 δ

－
/MPa σ－/MPa

１ １Ｇ２ －２４２０ ２７５８

２ １Ｇ４２Ｇ３１Ｇ５２Ｇ６ －７９９４ ２７５８

３ ２Ｇ５２Ｇ４１Ｇ３１Ｇ６ －１１９４ ２７５８

４ ３Ｇ６４Ｇ５ －２４２０ ２７５８

５ ３Ｇ４４Ｇ６ －２４２０ ２７５８

６ ３Ｇ１０６Ｇ７４Ｇ９９Ｇ８ －４６６２ ２７５８

７ ３Ｇ８４Ｇ７６Ｇ９９Ｇ１０ －４６６２ ２７５８

８ ３Ｇ７４Ｇ８５Ｇ９６Ｇ１０ －７６６４ ２７５８

图４　２５杆算例１优化计算过程

Fig．４　Optimizationcalculationprocessof２５Ｇbarexample１

２５杆桁架结构算例２的最优解为 X∗ ＝ (６４５,

１２９０３,２３２２６,６４５,６４５,５１６１,１０３２３,５４８４)
(mm２),最优重量为W ∗ ＝２４９３６２９N,对应的结

构最大节点位移为８８４５mm,最大应力为压应力

－５０８ MPa.图５给出了算例２的优化迭代过

程,由于算例２离散集元素数目变为１６个,原设计

变量对应的新的０Ｇ１变量从６４个变为１２８个,但
优化迭代的次数并没有因此像组合优化方法一样

呈指数型增长,这说明了本文的方法具有对问题的

规模不敏感的优点.

图５　２５杆算例２优化计算过程

Fig．５　Optimizationcalculationprocessof２５Ｇbarexample２

４３　７２杆桁架截面尺寸优化

７２杆空间桁架结构如图６所示.杆件材料的弹

性模量为E＝６８９８GPa,材料密度为ρ＝２７６９kg/m３.
目标函数是结构重量,设计变量为杆件的截面面

积,根据结构的对称性,７２根杆件可以分为１６组,
杆件的分组情况列入表４.结构受两种工况的荷载

作用,工况１:在节点１处作用Px ＝Py＝２２２２６kN,

Pz＝－２２２２６kN的集中荷载.工况２:在节点１~
４处分别作用Pz ＝－２２２２６kN 的集中力.所有

杆件的许用应力为 ±１７２２４４MPa.讨论两种情

况下７２杆优化问题的算例.
算例１:设计变量的许用离散集为S１ ＝{６４５,

１２９０,３２２６,３８７１,５８０６,７７４２,９６７７,１１６１３}
(mm２),节点１~１６处三个方向节点位移不超过

±６３５mm.
算例２:设计变量从许用离散集S２ ＝{６４５,

１２９０,１９３５,２５８１,３２２６,３８７１,４５１６,５１６１,
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５８０６,６４５２,７０９７,７７４２,８３８７,９０３２,９６７７,

１０３２３,１０９６８,１１６１３,１２２５８,１２９０３,１３５４８,

１４１９４,１４８３９,１５４８９,１６１２９,１６７７４,１７４１９,

１８０６４,１８７１０,１９３５５,２００００,２０６４５}(mm２)共

３２个离散集元素中选取,结构四个顶点处x 和y
方向的位移不超过±６３５mm.

图６　７２杆空间桁架

Fig．６　７２Ｇbarspatialtruss

表４　７２杆构件分组情况

Tab．４　Groupingof７２Ｇbartruss
分组 编号 分组 编号

１ １,２,３,４ ９ ３７,２８,２９,４０

２ ５,６,７,８,９,１０,１１,１２ １０ ４１,４２,４３,４４,４５,４６,４７,４８

３ １３,１４,１５,１６ １１ ４９,５０,５１,５２

４ １７,１８ １２ ４３,５４

５ １９,１０,２１,２２ １３ ５５,５６,５７,５８

６ ２３,２４,２５,２６,２７,２８,２９,３０ １４ ５９,６０,６１,６２,６３,６４,６５,６６

７ ３１,３２,３３,３４ １５ ６７,６８,６９,７０

８ ３５,３６ １６ ７１,７２

　　经计算,７２杆算例１的最优解为X∗ ＝(１２９０,

３８７１,３２２６,３２２６,３８７１,３２２６,６４５,６４５,

９６７７,３２２６,６４５,６４５,１１６１３,３２２６,６４５,

６４５)(mm２),结构的最优重量为W ∗ ＝１７３１９N.
相比于文献[１１]的计算结果,本文计算的结构重量

更轻,且节点的最大位移为６２９９mm,最大应力为

压应力－１４０５ MPa,满足结构的刚度和强度约

束.算例１的各类约束条件满足情况和目标函数

的优化迭代过程如图７所示.在优化初始阶段,由
于惩罚系数和拉格朗日乘子较小,得到了较小但不

满足等式约束条件的目标函数值,此时不等式约束

保持近似满足小于０的条件,满足本文算法中子问

题求解的终止准则.经过有限次数的迭代后,各类

等式约束也趋于同时满足,最终迭代点收敛于原问

题的可行点,因此目标函数最终值呈现出了大于初

始阶段值的特征.

图７　７２杆算例１优化计算过程

Fig．７　Optimizationcalculationprocess
of７２Ｇbarexample１

　　算例２的最优解为X∗ ＝(１２９０,３８７１,２５８１,

３２２６,３２２６,３２２６,６４５,６４５,９０３２,３２２６,

６４５,６４５,１３５４８,３２２６,６４５,６４５)(mm２),结
构的最优重量为 W ∗ ＝１７２１２N.最大位移为

６３３７mm,最大应力为－１４１７ MPa.本文优化

计算结果与其他文献结果对比列入表５,由于结构

强度和刚度约束主要受位移约束的作用,因此表５
只给出 了 最 优 解 对 应 的 最 大 位 移 情 况.其 中

Kaveh等[２０]的PSOPC算法和 Degertekin等[２１]的

Jaya算法所得结果最小,但PSOPC算法的最大位

移破坏了结构的约束条件.由于Jaya算法给出的

结果对应的最大位移已经非常接近结构位移约束

的上限,不再能够满足本文算法的精度条件,因此

本文计算结果没有JA 算法的结果理想,但本文研

究的函数和方法仍然是可行的,相比于其他算法相

比也取得了进步.由于离散集元素较多,且元素间
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数值相差较少,在计算过程中结果容易收敛到局部

最优解,不同算法间各设计变量容易收敛到不同的

离散值,但总体来看相差不大,因此本文的方法对

于解决实际问题是有效的.

表５　７２杆算例２优化结果及对比

Tab．５　Optimizationresultsandcomparison
of７２Ｇbarexample２

分组 文献[２０]文献[２１]文献[２２]文献[２３]文献[１１] 本文

１ １２９０ １２９０ １２９０ ６４５ １２９０ １２９０

２ ３８７１ ３８７１ ３２２６ ３２２６ ３２２６ ３８７１

３ ２５８１ ２５８１ １９３５ ３８７１ ２５８１ ２５８１

４ ３８７１ ３８７１ ４５１６ ３８７１ ３８７１ ３２２６

５ ３８７１ ３２２６ ３２２６ ６４５２ ３８７１ ３２２６

６ ３２２６ ３２２６ ３２２６ ２５８１ ３２２６ ３２２６

７ ６４５ ６４５ ３２２６ ３２２６ ６４５ ６４５

８ ６４５ ６４５ ３２２６ ３２２６ ６４５ ６４５

９ ８３８７ ９０３２ ９０３２ １０３２３ ９０３２ ９０３２

１０ ３２２６ ３２２６ ３２２６ ３８７１ ３８７１ ３２２６

１１ ６４５ ６４５ ６４５ ６４５ ６４５ ６４５

１２ ６４５ ６４５ ６４５ ６４５ ６４５ ６４５

１３ １２２５８ １２２５８ １３５４８ １２２５８ １２２５８ １３５４８

１４ ３２２６ ３２２６ ３８７１ ２５８１ ３２２６ ３２２６

１５ ６４５ ６４５ ６４５ ６４５ ６４５ ６４５

１６ ６４５ ６４５ ６４５ ６４５ ６４５ ６４５

重量 １７１５０ １７１５０ １７３０１ １７２６２ １７２５６ １７２１２

位移 ６３５１ ６３４９９ ６３４２ ６３４８ ６３２５ ６３３７

注:设计变量单位:mm２;重量单位:N;位移单位:mm.

５　结　论

本文对离散变量结构优化问题的连续化方法

做了进一步探究,在离散变量０Ｇ１离散化的基础

上,首先构造了S型曲线积分函数,等价替换了设

计变量取０或１的离散约束条件,实现了原离散变

量优化问题的连续化处理.目前常用的几种连续

化方法中,Sigmoid函数法采用了变量代换的方

式,由于部分区间导数值急剧变化,解的最优性不

易满足;二进制熵函数法和 NCP函数法则是通过

取代约束条件的方法实现连续化,其中二进制熵函

数法由于导数的变化较大,同样导致解的最优性不

易满足[７].而本文的S型曲线积分函数法用等价

替换约束条件实现连续化,函数曲线的陡峭程度可

以进行调整,因此容易满足问题的最优性,且相比

于 NCP函数法,S型曲线积分函数具有本身连续

可微,无需光滑近似处理的优点.但同时为了更好

地满足解的最优性,也会导致迭代时的可行性不大

容易满足,因此如何平衡可行性和最优性的满足情

况有待进一步研究.
针对所提的连续化方法,文中给出了相关算法

并计算了经典桁架截面优化问题的四个算例,数值

结果表明,所提方法对于解决实际问题是有效的,
且具有对问题规模不敏感的特点,这意味着离散变

量结构优化设计的连续化方法可用于计算大规模

问题,仍然可以通过较少的迭代次数得到最优解.
在实际问题中,如输电塔结构、大跨度拱桥结构等

可以简化成桁架的工程结构都可以采用离散变量

的连续化方法进行优化计算,不限于工程结构的尺

寸优化问题,在各类结构的拓扑优化、电力系统的

无功优化等领域都有非常广阔的应用前景.
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DiscreteoptimumdesignmethodbasedonSＧtypecurveintegralfunction
SUNRong１,　 TANTao∗１,　 LIYanＧyan２

(１．CollegeofEnergyandMiningEngineering,ShandongUniversityofScienceandTechnology,Qingdao２６６５９０,China;
２．CollegeofMathematicsandSystemsScience,ShandongUniversityofScienceandTechnology,Qingdao２６６５９０,China)

Abstract:Comparedwiththecontinuousoptimizationdesignmethod,theresultsofthediscreteoptimum
designaremoreinlinewiththeactualneedsofprojects．However,becauseofthediscontinuityofdesign
variables,manyeffectiveanalyticaloptimizationalgorithmsandconditionsarenolongerapplicable．
Therefore,anewfunctionforthecontinuousmethodofstructuraloptimizationdesign withdiscrete
variablesisproposedinthispaper,whichiscalledSＧtypecurveintegralfunction．Thefunctionhasthe
propertyofcontinuous differentiability,and when theindependent variableiszero or one,the
correspondingfunctionvalueiszero．Accordingtothepropertiesoftheproposedfunction,newzeroＧone
designvariablesareintroducedtoreplacetheoriginaldesignvariables,andadiscreteoptimumdesignis
transformedintoanequivalentzeroＧoneprogramming．Then,theconstraintconditionthatthenewdesign
variablesarezerooroneisreplacedtheconditionthatthevalueofSＧtypecurveintegralfunctioniszero,
andthecontinuousprocessingofthediscretevariableoptimizationproblemisrealizedinthisway．In
addition,themathematicalmodelandthecorrespondingalgorithmofthenonlinearprogrammingproblem
equivalenttotheoriginalproblem are given,which can besolved bythe general mathematical
programmingmethod．Finally,anumericalexampleandseveralsizeoptimizationproblemsofclassical
trussstructuresarecalculatedinMATLABnumericalanalysissoftware．Numericalresultsshowthatthe
proposedmethodiseffectiveandhastheadvantageofbeinginsensitivetothescaleoftheproblem．

Keywords:discretevariables;structuraloptimization;zeroＧoneprogramming;continuousmethod;SＧtype
curveintegralfunction



(上接第３４５页)

QuantumannealingＧdriventopologyoptimizationdesign
methodfortrussstructures

WANGYan,　 YANGDiＧxiong∗ ,　LEIZhenＧzeng,　CHENGuoＧhai
(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysis,OptimizationandCAESoftwareforIndustrialEquipment,

DepartmentofEngineeringMechanics,DalianUniversityofTechnology,Dalian１１６０２４,China)

Abstract:Toaddressthelimitationsofcomputationalinefficiencyandeasetofallintolocaloptimain
traditionaltopology optimization methodsforatrussstructures,this paperproposesa quantum
annealingＧdrivenstiffnessoptimizationdesignmethodbasedontheideaofatrussgroundstructure．
Firstly,theelasticstrainenergyofthetrussstructureisselectedastheobjectivefunction,whilevolume
constraintsareformulatedaspenaltytermsembeddedintotheHamiltonianofthetrusssystem,thereby
formingtheproblemofanunconstrainedoptimization．Subsequently,byconstructingtheexponential
mappingrelationshipbetweentheincrementofthecrossＧsectionalareaofthebarsandtheencoded
qubit,introducingauxiliaryqubitsanddrivingthembyaquantumannealingalgorithm,theadjustmentof
thepositiveandnegativedirectionsoftheincrementisrealized．ThevolumeＧconstrainedtrussstiffness
optimizationproblemistransformedintoaquadraticunconstrainedbinaryoptimizationproblemwhichis
solvablebyaquantumannealingmachine．ThehybridoptimizationframeworkincorporatingclassicalＧ
quantumcomputingisdeveloped,whereclassicalfiniteelementanalysisisexecutedonaconventional
computerandtheoptimizationtaskisimplementedonthespecialquantumannealer．Twoexamplesof
trusstopologyoptimizationindicatethestableconvergenceoftheproposedalgorithmofthispaper．This
workdemonstratesthefeasibilityandapplicationpotentialofthequantum annealingalgorithmin
structuraloptimization,offering aninnovative paradigm forengineering design optimization that
integratesclassicalcomputingwithquantumalgorithms．

Keywords:truss structures;topology optimal design;quantum annealing algorithm;quantum
computing;quadraticunconstrainedbinaryoptimizationproblem
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