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基于体素表示的固体力学哈密顿量的量子模拟
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摘　要:量子模拟是解决大规模力学计算面临的效率和存储量瓶颈的重要手段,然而如何对空间离散后的厄米矩

阵进行有效分解仍是力学问题量子模拟的关键难题之一.本研究以体素网格离散求解域,深入剖析所得矩阵(记
为体素网格矩阵)结构特性,创新性提出 KCQ分解方法.该方法融合循环矩阵、矩阵直积、直和以及泡利矩阵等

数学手段,能够将体素网格矩阵分解为kn,cn,qn三组基本矩阵.基于 KCQ分解,结合量子傅里叶变换、量子多路

选择器等技术,进一步构建出针对体素网格矩阵的高效哈密顿量的量子模拟算法.通过二维非均质板自由振动

问题的模拟实验,验证了构建的量子算法的正确性和有效性,为固体力学问题的量子模拟提供了新的方法支撑.
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１　引 言

随着工程问题规模的不断增大,传统计算机面

临计算效率与存储方面的双重困境.量子计算机

天然具有强并行性和强大存储能力,为解决大规模

计算力学问题提供了新的解决方案和思路,其在力

学领域的应用研究逐渐成为热点.目前,计算力学

中的量子算法工作主要有研究力学问题的量子表

示理论,以适用于量子计算规则,典型的为研究如

何将力学问题进行薛定谔化,从而采用哈密顿量的

量子模拟方法进行力学问题的求解[１Ｇ６];利用量子

相位估计、量子振幅估计、HHL(HarrowＧHassiＧ
dimＧLloyd)算法等量子算法来进行计算力学中广

泛存在的矩阵特征值、线性方程组等问题的求解,
利用量子优势以实现加速[７Ｇ９];研究量子算法与经

典算法的混合计算方法,一般将计算力学中涉及的

方程组求解问题转化为优化问题,然后利用变分量

子算法、量子退火方法等量子优化算法求解[１０Ｇ１４];
采 用 量 子 傅 里 叶 变 换 方 法 来 求 解 计 算 力 学 问

题[１０,１５],该方法目前主要适用于求解域规则条件

的力学问题,处理求解域非规则或域内物理参数非

均匀的研究还比较少;利用距离计算量子算法的指

数优势,研究量子计算增强的数据驱动计算力学方

法[１６,１７].在上述算法中,除量子退火算法是基于

量子退火机运行以外,其余算法均适用于基于量子

门的量子计算机,其中哈密顿量的量子模拟、量子

相位估计、HHL算法、变分量子算法等均为广泛

使用的基础性量子算法[１１,１８,１９],这些算法均涉及

到矩阵分解这一核心步骤.
力学有限元分析中的系统矩阵(如刚度矩阵,

统一记为A)通常为厄米矩阵[２０].在薛定谔方程

量子模拟、量子相位估计、HHL算法等量子算法

中,关键步骤之一就是计算矩阵指数eiAt(量子力学

中也称为哈密顿量的量子模拟[２１]).矩阵指数的

量子计算需要将A 分解为一系列的可以由量子计

算有效模拟的子矩阵Ak.当前厄米矩阵A 的分解

研究主要有两类,一类是将A 分解为酉矩阵的线

性组合(LCU)[２２],这是变分量子算法等的关键步

骤[１２].这类研究目前较为成熟的一种方法是泡利

分解,然而该分解方法中A 最多可能分解为４n 个

酉矩阵,使得量子计算的优势荡然无存.另一类分

解是将A分解为一系列１Ｇ稀疏的厄米矩阵Ak,即

Ak 中各行和各列只有１个非零元素[２３].然而,１Ｇ
稀疏的厄米矩阵的矩阵指数eiAkt能得到有效模拟还



只是个开放性的问题,如何构造有效模拟１Ｇ稀疏的厄

米矩阵的矩阵指数的量子算法,还需要进一步研究.
当前关于量子计算在固体力学中的研究,或建

立在A能有效分解和模拟的基础上,探索量子算

法在力学问题中的应用;或针对特殊问题,利用其

特性构建eiAt的模拟,实现量子仿真.总之,当前还

缺乏针对一般力学问题的eiAt的量子模拟算法.最

近,Huang等[２４Ｇ２６]提出了与问题无关机器学习方

法,实现了超大规模体素网格的高效仿真分析,其
计算效率比传统有限元提升２个量级,表明在合适

的计算框架下,有望实现大规模体素网格的高效高

精度有限元模拟.体素网格是计算力学常用的网

格,具有建模简单、单元矩阵统一、易于并行的优

点,与量子计算的强并行性和强大存储能力天然兼

容.本文利用体素网格离散固体力学求解域得到

的系统矩阵A(记为体素网格矩阵)的结构性质,并
结合循环矩阵、矩阵直积、直和、泡利矩阵等提出了

针对体素网格矩阵的 KCQ 分解方法,在此基础上

结合量子傅里叶变换、量子多路选择器等技术,进
一步构建出针对体素网格矩阵的高效哈密顿量的

量子模拟算法.提出的方法适用于一般性固体力学

问题求解,为量子CAE模拟的发展提供了基础.

２　基本量子计算门介绍

量子计算机通过量子比特进行计算.量子比

特一般记为|q›＝a０|０›＋a１|１›,表示为两种状态

的叠加,其中a０ 和a１ 为满足|a０|２＋|a１|２＝１的

复数,|a０|２ 和|a１|２ 分别为对量子态|q›观测得到

|０›或|１›的概率.量子系统一般由多个量子比特

组成,以两量子比特系统为例,此时系统的状态为

|q›＝a０|００›＋a２|０１›＋a３|１０›＋a４|１１›,具有四

个可观测状态(也称为基态)|００›,|０１›,|１０›和

|１１›,系数ai(i＝１,２,３,４)度量了对量子态进

行观测时得到基态的概率.
在基于门的量子计算机中,计算操作主要是通

过对量子态进行酉变换来实现的,通常可以写成矩

阵的形式.一个经典的酉变换为 PauliＧX门,X＝
０ １
１ ０

é

ë
êê

ù

û
úú,其作用于一个单量子比特|q›＝a０|０›＋a１

|１›,可得X|q›＝a０X|０›＋a１X|１›＝a０|１›＋a１

|０›.该门的作用相当于将量子比特的态|０›变成

|１›,将|１›变成|０›.本文用到的单量子比特门列

入表１.
接着介绍几个本文用到的多比特量子门,首先

是受控ＧU 门,该门为I２U,起到判断作用:若第

一个量子比特的状态是|０›,第二个量子比特的状

表１　常见的单比特量子门以及相应的电路

Tab．１　Commonquantumgatesandthe
correspondingcircuits

量子门 矩阵形式 量子电路

Hadamard门 H ＝ １
２

１ １
１ －１[ ]

PauliＧX门 X＝
０ １
１ ０[ ]

相位门 T θ( ) ＝
１ ０
０ eiθ[ ]

旋转门
R θ( ) ＝

cosθ －sinθ
sinθ cosθ[ ]

态不变;若第一个量子比特的状态是|１›,则将酉门

U 作用于第二个量子比特.还可以交换条件,即若

第一个量子比特的状态是|１›,第二个量子比特的

状态不变;若第一个量子比特的状态是|０›,则将酉

门U 作用于第二个量子比特,这个量子门称为零

控制ＧU门.受控ＧU门和零控制ＧU 门的量子电路

分别如图１(a)和图１(b)所示.在受控ＧU 门的基

础上,还发展出了量子多路选择器[２７],其酉矩阵为

U ＝
N－１

k＝０
Tk ＝

T０

T１

⋱
TN－１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(１)

对应量子电路如图１(c)所示,通过该电路可以实

现一系列的条件判断操作,当控制比特的量子态是

|j›时,对目标比特进行Tj 操作.为方便论述,本
文将该操作的量子电路统一记为图１(d).目前,
虽然量子多路选择器还无法在量子计算机上实现,
但是现有的量子算法如 HHL算法、量子流体力学

模拟、量子数据挖掘、量子回归等,均假设量子多路

选择 器 能 够 在 poly(n)的 复 杂 度 下 有 效 实

现[３,２８Ｇ３１],本文的工作亦建立在此假设上.

３　体素网格矩阵的结构特性
及其分解

　　基于体素网格对一般性固体力学问题进行建

模,并详细介绍体素网格矩阵的结构特性及其分解

方法.

３．１　基于体素网格矩阵的三对角分形特性

体素网格采用相对规则网格对结构进行剖分.
剖分后,节点的编号顺序与构建的体素网格矩阵

(如刚度矩阵)的结构密切相关.１维体素网格最
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图１　受控ＧU门、零控制ＧU门、量子多路选择器和量子多路选择器的简单标记.
Fig．１　ControlledＧUgate,zeroＧcontrolledＧUgate,quantummultiplexerandsimplecircuitofquantummultiplexers

为简单,如图２(a)所示,其节点共有８个,节点编

号从下到上按顺序编号.按这种顺序编号,形成的

体素网格矩阵是一个三对角块状矩阵,如图２(c)
所示,每个子块矩阵的维数等于节点的变量数.二

维体素网格可以视为由多个１维子块组成,如图２
(b)所示.因此,二维体素网格在这种编号情况

下,形成的体素网格矩阵也是一个三对角块状矩

阵,其中每个子块矩阵又对应了一个一维体素网格

矩阵,如图２(d)所示.以此类推,三维体素网格也

具备相同的性质,在此不再赘述.

图２　体素网格矩阵的分形特性.
Fig．２　Fractalpropertiesofthevoxellatticematrix．

　　根据体素网格的性质可以看到,体素网格矩阵

具备三对角分形特征,一维体素网格矩阵是一个三

对角块状矩阵,同时是二维体素网格矩阵的分形

子;二维体素网格矩阵又是三维体素网格矩阵的分

形子.利用此特点,可以很容易得到更高维的体素

网格矩阵的结构.

３．２　虚变量

基于门的量子计算机使用n个量子比特可以

分析２n 个变量数的力学问题,而实际力学问题的

变量数不一定是２的幂次方,为此需要引入虚变

量.以图３所示非规则区域为例,可以采用两种网

格进行剖分.第一种网格的特点是与规则的体素

网格同胚,如图３(a)所示,因此该网格生成的矩阵

结构也具有体素网格矩阵的三对角分形特征,无需

引入虚变量.第二种仍采用规则的体素网格对不

规则形状进行近似剖分,当体素网格量足够大,就
可以比较精确地模拟非规则结构,如图３(b)所示.
对于图３(b)所示网格,当节点不在求解区域时,可
将该节点的变量视为虚变量,对应的体素网格矩阵

中相应地填充零元素,在矩阵对角线上则相应地填

充常数C,此时形成的矩阵仍为如图２所示的三对

角块状体素网格矩阵,因此尽管引入了虚变量,但
适合量子计算机的模拟.

图３　非规则情况下的体素网格

Fig．３　Voxelgridsforirregulardomains

　　另一种情况是变量数不为２的幂次数.以梁

弯曲和拉伸耦合问题为例,沿梁的长度方向剖分

Nx 个 节 点,总 体 的 位 移 向 量 可 以 写 成 u＝

u０ u１  uNx－１( )
T,ui ＝ ui,wi,θi( )T.对 该

问题进行分析时,取２nx 个节点,则一共有３×２nx 个

变量,不再是２的幂次数.为此在每个节点布置４
个变量,其中前三个变量就是 ui,wi,θi( ),而第四
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个变量 是 一 个 虚 拟 变 量 ０,此 时 需 要 log２ (３×
２nx)⌉＝nx＋２个量子比特,对该问题进行求解的时

候,也可以生成如式(２)所示的三对角块状矩阵

K＝

k００ k０１

k１０ k１１ k１２

k２１ k２２ ⋱
⋱ ⋱ kNx－２,Nx－１

kNx－１,Nx－２ kNx－１,Nx－１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(２)
其中ki,j是４×４的矩阵.

３．３　体素网格矩阵的KCQ分解

３．３．１　一维体素网格矩阵的 KCQ 分解

首先研究一维问题,假设沿着 x 方向剖分

Nx ＝２nx 个节点,相应的体素网格矩阵如式(２)所
示,其中kij为２「log２d⌉ 维的子块矩阵.现在要计算矩

阵指数eiΔtK,需要将K 分解为有限个子矩阵Kk,且
每个Kk 的矩阵指数都能够用量子计算有效模拟.
一般而言这一分解非常困难,然而在体素网格下,
仅需５个矩阵Kk(k＝１,,５),就能实现对K 的有

效分解,且每个Kk 均为厄米矩阵,且其矩阵指数

非常容易计算.令

K＝K１＋K２＋K３＋K４＋K５ (３)
其中

K１＝

k００

k１１

⋱
kNx－１,Nx－１

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

K２＝

c０

c０ ０
０ c２

c２ ０
０ ⋱

⋱

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

K３＝

－iq０

iq０ ０
０ －iq２

iq２ ０
０ ⋱

⋱

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

K４＝

０
０ c１

c１ ０
０ c３

c３ ⋱
⋱

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

K５＝

０
０ －iq１

iq１ ０
０ －iq３

iq３ ⋱
⋱

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(４)

其中cn K( )＝１
２ kn,n＋１＋kn＋１,n( ) ,qn K( )＝i

２ kn,n＋１－(

kn＋１,n ) .进一步利用矩阵直积 、直和 、HadＧ

amard 门 H 、相 位 门 T 和 循 环 矩 阵 SNx ＝
０ INx－１

１ ０
é

ë
êê

ù

û
úú ,可将式(４)进一步写为

K１＝ 
２nx－１

n＝０
knn

K２＝L２,Nx,d 
２nx－１

n＝０
－１( )nc２０．５n[ ]LH

２,Nx,d

K３＝L３,Nx,d 
２nx－１

n＝０
－１( )nq２０．５n[ ]LH

３,Nx,d

K４＝L４,Nx,d 
２nx－１

n＝０
－１( )nc２０．５n＋１[ ]LH

４,Nx,d

K５＝L５,Nx,d 
２nx－１

n＝０
－１( )nq２０．５n＋１[ ]LH

５,Nx,d

L２,Nx,d＝I２nx－１H Id

L３,Nx,d＝I２nx－１ T ０．５π( )H( )Id

L４,Nx,d＝ SH
NxId( ) I２nx－１ H Id( )

L５,Nx,d＝ SH
NxId( ) I２nx－１  T ０．５π( )H( )Id[ ]

(５)
其中d与问题相关,当处理单变量、二变量或三变

量问题时,d分别为１,２或４.式(５)通过矩阵的分

解,形成了以knn,cn 和qn 为基本元的五个厄米矩

阵,其可使用基本量子门表示.由于本文提出的分

解方法将体素网格矩阵K 分解为knn,cn 和qn 三组

厄米矩阵,为方便后文表述,将本文提出的分解方

法简称为 KCQ分解.式(５)中分解后的厄米矩阵

的矩阵指数可以很容易用量子基本门来表示.

３．３．２　二维体素网格矩阵的递归 KCQ 分解

式(３)给出的是一维体素网格矩阵的 KCQ 分

解,对于二维体素网格矩阵,仍然可以采用 KCQ
分解.如果沿x和y 方向分别剖分２nx 和２ny 个节

点,可以将矩阵分解为

K＝ 
２nx－１

n＝０
knn K( )＋

L２,Nx,Nyd 
２nx－１

n＝０
－１( )nc２０．５n K( )[ ]LH

２,Nx,Nyd ＋
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L３,Nx,Nyd 
２nx－１

n＝０
－１( )nq２０．５n K( )[ ]LH

３,Nx,Nyd ＋

L４,Nx,Nyd 
２nx－１

n＝０
－１( )nc２０．５n＋１ K( )[ ]LH

４,Nx,Nyd ＋

L５,Nx,Nyd 
２nx－１

n＝０
－１( )nq２０．５n＋１ K( )[ ]LH

５,Nx,Nyd
(６)

其中knn(K),cn(K),qn(K)的表达式如式(４)所示.
为方便论述,将这三个矩阵分别标记为k(１)

nn,c(１)
n 和

q(１)
n.显然,这三个矩阵都是一维体素网格矩阵,因
此是形如式(２)的三对角矩阵.对k(１)

nn,c(１)
n 和q(１)

n 继

续采用 KCQ分解.以k(１)
nn 为例,其 KCQ分解为

k(１)
nn ＝ 

２ny－１

m＝０
kmm k(１)

nn( )＋

L２,Ny,d 
２ny－１

m＝０
(－１)mc２０．５m k(１)

nn( )[ ]LH
２,Ny,d ＋

L３,Ny,d 
２ny－１

m＝０
(－１)mq２０．m k(１)

nn( )[ ]LH
３,Ny,d ＋

L４,Ny,d 
２ny－１

m＝０
(－１)mc２０．５m＋１ k(１)

nn( )[ ]LH
４,Ny,d＋

L５,Ny,d 
２ny－１

m＝０
(－１)mq２０．５m＋１ k(１)

nn( )[ ]LH
５,Ny,d (７)

其中 矩阵kmm(k(１)
nn),cm(k(１)

nn),qm k(１)
nn( ) 已经是d

维矩阵,其具体计算可参考３．２节.如果要进行更

高维的体素网格矩阵分解,仍可以采用 KCQ 分解

方法进行递归迭代,每次迭代都可以通过 KCQ 分

解将矩阵进行降维,最后得到只有d维基本矩阵,
在此不再赘述.

４　基于KCQ分解的哈密顿量模拟的

量子电路设计

　　对体素网格下的哈密顿量的量子模拟电路进

行详细说明.为方便说明,给定两个量子电路标记

符号,(１)对于d维厄米矩阵A,记其矩阵指数eiΔtA

的量子电路为Wd(AΔt),有关其详细计算步骤和

量子电路可见附录;(２)对于m 维体素网格离散生

成的厄米矩阵K(量子计算中,常称该矩阵为哈密

顿量[４,２１]),如果每个节点的变量数为d,则将该哈

密顿量的矩阵指数eiΔtK记为Gd
(m)(ΔtK).

４．１　一维体素网格

首先考虑一维体素网格矩阵的哈密顿量模拟,
在求解区域上布置Nx＝２nx 个点,形成的矩阵如式

(２)所示.对矩阵进行 KCQ 分解,得到５个易于

模拟的矩阵.现在需要构造eiΔtK的量子电路,根据

文献[１９],如果要实现三阶精度,则有

eiKΔt ＝eiK１τeiK２τeiK３τeiK４τeiK５ΔteiK４τeiK３τeiK２τeiK１τ＋

　O Δt３( ),τ＝Δt
２

(８)

因此,构建eiΔtK 的关键在于构建eiΔtKk 的量子

电路.考虑d＝１,２或者４,则有

eiKΔt ＝G(１)
d ΔtK( )＋O Δt３( )＝ 

２nx－１

n＝０
Wd τknn( )[ ]×

L２,Nx,d 
２nx－１

n＝０
Wd τ(－１)nc２０．５n( )[ ]LH

２,Nx,d ×

L３,Nx,d 
２nx－１

n＝０
Wd τ(－１)nq２０．５n( )[ ]LH

３,Nx,d ×

L４,Nx,d 
２nx－１

n＝０
Wd τ(－１)nc２０．５n＋１( )[ ]LH

４,Nx,d ×

L５,Nx,d 
２nx－１

n＝０
Wd Δt(－１)nq２０．５n＋１( )[ ]LH

５,Nx,d ×

L４,Nx,d 
２nx－１

n＝０
Wd τ(－１)nc２０．５n＋１( )[ ]LH

４,Nx,d ×

L３,Nx,d 
２nx－１

n＝０
Wd τ(－１)nq２０．５n( )[ ]LH

３,Nx,d ×

L２,Nx,d 
２nx－１

n＝０
Wd τ(－１)nc２０．５n( )[ ]LH

２,Nx,d ×


２nx－１

n＝０
Wd τknn( )[ ]＋O Δt３( ),τ＝Δt

２
(９)

式(９)即为一维情况下基于体素表示的哈密顿量的

量子模拟eiKΔt的计算公式.其中,Li,j,k(i＝１,２,３,

４,５)的计算公式详见式(５).根据式(５)也可知,

Li,j,k可采用基本量子门实现.Wd()的具体计算

公式和量子电路图详见附录,其也可以采用基本量

子门实现.有关体素表示下哈密顿量的量子模拟

eiKΔt详细的理论推导与计算流程,将在后续研究中

展开系统讨论.

４．２　二维体素网格

讨论二维网格矩阵的矩阵指数量子模拟,其

KCQ 分解如式(６)所示,对各子矩阵建立量子算

法.对于K１＝ 
２nx －１

n＝０
knn(K),其矩阵指数为eiΔtK１ ＝


２nx －１

n＝０
eiΔtKnn(K),注意到knn(K)是三对角块状矩阵,因

此其矩阵指数可以采用式(９)进行计算,即G(１)
d

ΔtKnn(K)( ),于是有

eiΔtK１ ＝ 
２nx－１

n＝０
G(１)

d (Δtknn(K)) (１０)

不难看出cn(K)和qn(K)也是三对角块状厄米矩

阵,其矩阵指数也可采用式(９)计算,则可得式

(１１),其对应的量子电路如图４所示.不难发现,
若量子多路选择器能以poly(n)的复杂度实现,则
采用本文方法计算eiKΔt的计算复杂度为poly(nx＋
ny＋d).利用体素网格矩阵的分形特性和 KCQ
分解方法,可以很容易地构建高维体素网格矩阵指

数的量子电路,这里不再赘述.
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eiKΔt ＝G(２)
d (ΔtK)＋O(Δt３)＝ 

２nx－１

n＝０
G(１)

d (τknn(K))[ ]L２,Nx,Nyd 
２nx－１

n＝０
G(１)

d τ(－１)nc２０．５n (K)( )[ ]LH
２,Nx,Nyd ×

　L３,Nx,Nyd 
２nx－１

n＝０
G(１)

d τ(－１)nq２０．５n (K)( )[ ]LH
３,Nx,NydL４,Nx,Nyd 

２nx－１

n＝０
G(１)

d τ(－１)nc２０．５n＋１(K)( )[ ]LH
４,Nx,Nyd ×

　L５,Nx,Nyd 
２nx－１

n＝０
G(１)

d Δt(－１)nq２０．５n＋１(K)( )[ ]LH
５,Nx,NydL４,Nx,Nyd 

２nx－１

n＝０
G(１)

d τ(－１)nc２０．５n＋１(K)( )[ ]LH
４,Nx,Nyd ×

　L３,Nx,Nyd 
２nx－１

n＝０
G(１)

d τ(－１)nq２０．５n (K)( )[ ]LH
３,Nx,NydL２,Nx,Nyd 

２nx－１

n＝０
G(１)

d τ(－１)nc２０．５n (K)( )[ ]LH
２,Nx,Nyd ×

　 
２nx－１

n＝０
G(１)

d τknn(K)( )[ ]＋O Δt３( ) (１１)

　　

图４　G(２)
d (ΔtK)模拟的量子电路

Fig．４　QuantumcircuitforsimulatingG(２)
d (ΔtK)

５　量子模拟算例

考虑如图５所示的一个四边固支的二维板,待
求解变量为挠度w 和转角θx,θy,因此每个节点需

引入一个虚变量.为方便计算,考虑板的参数均为

无量纲形式,板的边长为１５,厚度为１,杨氏弹性模

量为E＝２＋sin ２π
５ræ

è
ç

ö

ø
÷,r＝ x２＋y２＋z２ ,泊松比

为０．３,密度为１.本文算例在经典计算机中通过

模拟量子计算规则进行编程实现.

５．１　哈密顿量模拟精度验证

首先分析本文提出的 KCQ 分解在计算矩阵

指数时的精度.根据图５所示网格生成刚度矩阵

K 后,取不同的时间步长Δt,采用本文提出的基于

KCQ分解的哈密顿量的量子算法计算eiKΔt,并将

结果与经典算法计算结果进行对比.根据图５所

示的体素网格可知,考虑算例的节点数为１６×１６,
变量数为３,因此采用本文方法共需要１０个量子

比特.经典算法采用经典动力学计算中常用的精

细积分方法[３２,３３],误差采用１Ｇ范数计算,结果图６
所示.图６表明,随着时间步长Δt的减少,eiKΔt量

子计算的误差也逐渐减少,误差阶数为O(Δt２．９８),
与采用式(１１)计算的误差阶数相吻合,说明了本文

方法的正确性.
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图５　四边固支板

Fig．５　AfourＧsidedfixedplate
图６　eiKΔt量子计算的误差分析

Fig．６　Erroranalysisofthequantum
computationforeiKΔt

５．２　自振频率与振型计算

为进一步验证本文提出的基于KCQ分解的量子

哈密顿量的模拟算法的正确性,本文结合量子相位估

计算法[３４]计算该二维板的自振频率和振型.量子相

位估计是一种计算特征问题的量子算法,该算法的一

个关键步骤就是计算矩阵指数,其量子电路详见文献

[３４].采用提出的基于KCQ分解的量子哈密顿量的

模拟算法计算eiK
Ｇ
Δt,进而采用量子相位估计算法计算

自振频率和振型,并将结果与参考解进行对比,参考

解直接采用经典有限元计算.其中,根据５．１节可知

量子相位估计中哈密顿量的量子模拟需要的量子比

特数为１０,辅助比特选用９个,因此该算例共使用１９
个量子比特.表２给出了量子计算模拟的结果与经

典算法的对比,图７给出了量子算法得到的振型,其
中括号内为量子算法计算的振型和经典算法计算的

振型的相对误差.

表２　经典算法与量子算法计算前６阶
自振频率的结果对比

Tab．２　ComparisonofthefirstsixＧordernatural
vibrationfrequenciescalculatedbyclassical

andquantumalgorithms
振型阶数 １ ２ ３ ４ ５ ６

经典算法 ０．０６５７ ０．１２２０ ０．１２６６ ０．１７６０ ０．２０５８ ０．２１２７
量子算法 ０．０６６８ ０．１２０４ ０．１２５０ ０．１７６７ ０．２０５９ ０．２１３９
相对误差 １．６６％ １．２７％ １．３０％ ０．４５％ ０．０７％ ０．５６％

不同自振频率阶数下的经典算法与量子算法

的自振频率计算值列入表２.可以发现,相对误差

多数处于较低水平,各阶自振频率的相对误差均不

超过２％.图７表明,本文提出的量子算法计算得

到的前六阶振型与经典算法计算得到的振型误差

均在１％以内,这也说明了本文提出的量子算法在

计算自振频率和振型时,具有较高准确性.考虑算

例的误差主要来源于哈密顿量的量子模拟及量子

相位估计.根据５１节可知,哈密顿量的量子模拟

的误差阶数为O(Δt２．９８),与采用式(１１)计算的误

差阶数相吻合,而量子相位估计的误差与辅助比特

数量相关.计算结果表明,基于 KCQ 分解的量子

哈密顿量的模拟算法具有极高精度.

图７　量子有限元与经典有限元计算的前６阶振型对比,
括号内为量子算法计算的振型和

经典算法计算的振型的相对误差

Fig．７　Comparisonofthefirstsixvibrationmodescalculated
byquantumfiniteelementandclassicalfiniteelement,the
relativeerrorbetweentheamplitudescalculatedbythe

quantumalgorithmandthosecalculatedbythe
classicalalgorithmisshowninparentheses

６　结　　论

本文针对固体力学问题中的量子算法的哈密

顿量的量子模拟(即矩阵指数eiAt)这一核心问题进

行深入研究.首先,将体素网格用于结构的建模,
引入虚变量的概念,并分析了体素网格矩阵的三对

角分形特性.在此基础上,综合利用循环矩阵、矩
阵直积、直和、泡利矩阵等提出了针对体素网格矩

阵的 KCQ分解方法,可以将体素网格矩阵分解为

三组基本矩阵kn,cn,qn.基于 KCQ 分解,综合利

用循环门、相位门、量子多路选择器等,提出了计算

eiAt的高效量子模拟算法.在量子多路选择器未来

能够实现的基础上,本文构造的哈密顿量的量子模

拟方法具有poly(logN)的计算复杂度优势.
本文对构建的量子电路进行了模拟,并通过与

精细积分方法计算结果对比,验证了提出的基于

KCQ分解的哈密顿量的量子模拟算法的正确性.
本文还进一步将提出的哈密顿量的量子模拟算法

与量子相位估计结合,计算二维固支板的自由振动

频率以及振型.通过与经典算法结果对比,验证了
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本文提出的基于 KCQ 分解的哈密顿量模拟算法

的正确性.未来,本文还将进一步在体素网格基础

上扩展量子有限元的研究,拟将构造的哈密顿量的

量子模拟算法用于 HHL算法和薛定谔化方法,以
研究固体力学静\动力学的量子模拟方法.

附录　低阶厄米矩阵的矩阵指数的
量子电路

　　假设一个d 维厄米矩阵为A＝
a１１ a１２

a２１ a２２

é

ë
êê

ù

û
úú,其

矩阵指数eiΔtA 的量子电路记为Wd AΔt( ).为设计
其量子电路,首先提出如下引理.

引理１　矩阵A＝ a b
b c[ ]为实数厄米矩阵,则

eiA ＝Rθ(A)( )Tλ２(A)( )XTλ１(A)( )XRH θ(A)( )

(Ⅰ)
其中

λ１(A)＝a＋c
２ － a－c( )２＋４b２

２

λ２(A)＝a＋c
２ ＋

(a－c)２＋４b２

２

θ(A)＝－ilog
b λ１－c＋bi( )

b λ１－c( )２＋b２

é

ë
êê

ù

û
úú

(Ⅱ)

证明:因为A可以对角化为

A＝Rθ( )DRH θ( ) (Ⅲ)
其中

D ＝
λ１(A) ０

０ λ２(A)
æ

è
ç

ö

ø
÷

λ１(A)＝a＋c
２ － a－c( )２＋４b２

２

λ２(A)＝a＋c
２ ＋

(a－c)２＋４b２

２

θ(A)＝－ilog
|b| λ１－c＋bi( )

b λ１－c( )２＋b２

é

ë
êê

ù

û
úú

(Ⅳ)

进而有

eiA ＝Rθ( )
eiλ１(A) ０

０ eiλ２(A)

æ

è
ç

ö

ø
÷RH θ( )＝

　Rθ(A)( )Tλ２(A)( )XT λ１(A)( )XRH θ(A)( ) (Ⅴ)
证毕.
当d＝２时,且A 为实数对称矩阵时,根据引

理１可知

W２ AΔt( )＝eiΔtA ＝
　Rθ(A)( )T Δtλ２(A)( )XT Δtλ１(A)( )XRH θ(A)( )

(Ⅵ)
当d＝２时,且A 为纯虚数时,其形式必然为

A＝
０ ia
－ia ０

é

ë
êê

ù

û
úú,则进一步有

W２ AΔt( )＝eiΔtA ＝eiΔt
０ ia

－ia ０[ ] ＝R(aΔt)
(Ⅶ)

当d＝４时,采用 KCQ分解将A分解为

A＝A１＋A２＋A３

A１＝a１１a２２,A２＝ H I２( ) c －c( )[ ] HI２( )

A３＝ T０．５π( )HI２( ) q －q( )[ ] HT １．５π( )I２( )

(Ⅷ)

其中c(A)＝ １
２ a１２＋a２１( ),q(A)＝ １

２
(a１２－a２１).

　　可以看到,aii,c和q 均为２×２的厄米矩阵.
根据文献[１９],W４ AΔt( )可写为

W４ AΔt( )＝ W２ a１１τ( )W２ a２２τ( )[ ] H I２( )×
W２ τc( )W２ －τc( )[ ] H I２( )×
T ０．５π( )H( )I２[ ]×

W２ Δtq( )W２ －Δtq( )[ ]×
HT １．５π( )( )I２[ ] H I２( )×

W２ τc( )W２ －τc( )[ ] H I２( )×
W２ a１１τ( )W２ a２２τ( )[ ]＋O Δt３( ) (Ⅸ)

其中τ＝Δt/２.式(１７,１８,２０)的量子电路如图８
所示.

图８　几个低阶厄米矩阵的量子电路

Fig．８　QuantumcircuitsofseverallowＧpricedHermitianmatrices
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QuantumsimulationofHamiltonianinsolidmechanics
basedonvoxelrepresentation

WUFeng,　LIChen,　YANGYuＧxiang,　ZHULi,　GUOXu∗

(SchoolofMechanicsandAerospaceEngineering,DalianUniversityofTechnology,Dalian１１６０２４)

Abstract:Quantum simulationhasemergedasacrucialapproachtoovercomingthebottlenecksof
computationalefficiencyandstoragecapacityinlargeＧscale mechanicalcalculations．However,the
effectivedecompositionofHermitianmatricesobtainedafterspatialdiscretizationremainsoneofthekey
challengesinthequantumsimulationofmechanicalproblems．Inthisstudy,thesolutiondomainis
discretizedusingvoxelgrids,andthestructuralpropertiesoftheresultingmatrices(referredtoasvoxel
gridmatrices)arethoroughlyanalyzed．AninnovativeKCQdecompositionmethodisproposed,which
integratesmathematicaltechniquessuchascirculantmatrices,matrixdirectproducts,directsums,and
Paulimatrices．Itenablesthedecompositionofvoxelgridmatricesintothreesetsofbasicmatrices,

namelykn,cn,qn．BasedontheKCQdecomposition,combinedwithtechnologiessuchasquantumFourier
transformandquantum multiplexers,anefficientHamiltonianquantumsimulationalgorithmforvoxel
grid matricesisfurtherconstructed．Thecorrectnessand effectivenessofthe proposed quantum
algorithm are verified through simulation experiments on thefree vibration oftwoＧdimensional
heterogeneousplates,providinganovelmethodologicalsupportforthequantum simulationofsolid
mechanicsproblems．

Keywords:quantumalgorithm;solidmechanics;voxelmeshgrids;hamiltonian;quantumcircuit
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