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摘　要:为了分析约束扭转效应对箱梁截面应力的影响,基于箱梁约束扭转微分方程初参数解,推导出自由扭矩

和二次扭矩的初参数解析式;引入以扭转角和广义翘曲位移为节点位移的箱梁单元,根据乌氏第二理论和箱梁单

元推导出单元刚度矩阵、自由扭矩、二次扭矩的计算矩阵和等效节点荷载列阵;利用 Fortran语言编写有限元程

序,用于分析变截面连续箱梁桥的约束扭转效应,并用程序计算某变截面三跨连续箱梁桥在双力矩最不利布载下

的截面内力和位移.结果表明,约束扭转效应引起的二次剪应力与扭转剪应力的比值在腹板上达到峰值,其比值

在支点截面和集中荷载作用截面上分别可达到３５􀆰６６％和６８􀆰２３％,而在其余截面上未超过２􀆰２３％;沿纵桥向,正
应力放大系数和剪应力放大系数的峰值出现在支点截面;对于本文实例桥,正应力放大系数的取值范围为

１􀆰０７７~１􀆰３０４,剪应力放大系数的取值范围为１􀆰８２２~２􀆰６６７.
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１　引 言

变截面连续箱梁桥因其具有良好的稳定性和

适应性而广泛应用于桥梁工程[１Ｇ３],但随着在实际

工程中的大量应用,发现预应力混凝土箱梁桥常出

现裂缝[４,５],这些裂缝影响着结构的耐久性和美观

性,引起了研究人员的密切关注.为明确裂缝的出

现原因并提出针对性的改善措施,文献[６]通过对

具体桥梁的实际检查和有限元模型分析,指出箱梁

扭转产生的剪力流是导致箱梁腹板开裂的原因之

一.而文献[７,８]通过有限元软件对连续箱梁桥空

间效应进行了分析,指出箱梁斜截面的抗剪承载力

不足是导致箱梁出现裂缝的原因,并提出通过增加

腹板刚度和强度来提高箱梁腹板的抗剪承载力,控
制腹板裂缝的出现.上述文献表明了箱梁出现斜

裂缝的原因,并提出了相关改善措施,但未定量给

出箱梁尺寸的设计标准,为给桥梁设计提供直接方

便的设计依据,文献[９,１０]利用Fortran语言自编

程序,分析了空间效应对变截面箱梁桥截面正应力

的影响,指出应力增大系数的峰值为１􀆰４８１,但此

峰值仅针对正应力,并未对剪应力做出分析.文献

[１１]则利用程序计算和具体的实验模型分析,计算

出箱梁空间效应引起的剪应力偏载系数分布在

１􀆰５~２􀆰０,并表明在设计中采取的经验系数１􀆰１５
对于正应力适用,对于剪应力的考虑是偏小的.文

献[１２]利用有限元软件计算出连续梁桥的偏载系

数介于１􀆰０５~１􀆰１之间.文献[１３]通过实体有限

元模型和试验研究,提出偏载增大系数在跨中截面

为１􀆰４,在支点截面为１􀆰７.综上,现有文献对于应

力增大系数的取值相差较大,尚存争议,并且均是

针对具体的桥梁计算出的,针对不同跨径、宽度的

桥梁是否具有普遍适用性还需更多的研究.
本文在现有理论的基础上,推导出了自由扭

矩、二次扭矩的初参数解析式和计算矩阵,并利用

Fortran语言自编程序,对变截面连续箱梁桥的约

束扭转效应进行详细研究.同时,在分析时改变了

以往仅针对几个特殊截面进行分析的方法,通过大

量计算,分别对正应力、剪应力、正应力放大系数和



剪应力放大系数沿纵桥向和横桥向的分布规律进

行分析.

２　约束扭转控制微分方程及

初参数解

　　由乌氏第二理论可建立箱梁的约束扭转控制

微分方程[１４]为θ″″(z)－k２θ″(z)＝ μ
EIω－

m ,其对应

的齐次微分方程的初参数解为

θ(z)＝θ０＋μβ′０shkz
k ＋B０(１－chkz)

GId
＋

T０(kz－μshkz)
kGId

(１)

β′(z)＝β′０chkz－ kB０

μGId
shkz＋ T０

GId
(１－chkz)

(２)

B(z)＝－μGId

k β′０shkz＋B０chkz＋μ
kT０shkz (３)

T(z)＝T０ (４)

式中k＝ μGId/(EIω－);μ＝(Ir－Id)/Ir ;Id ＝

Ω２/∮ds
t

为截面抗扭惯性矩;Ω 为箱梁薄壁中心线

所围面积的两倍;Ir ＝∮r２tds为极惯性矩;Iω－ ＝

∮ω－２tds;m 为扭矩外荷载,方向以力矢指向坐标轴

正向为正;E 为弹性模量;G 为剪切模量;ω－ ＝

∫
s

０
rds－(Ω/∮ds

t
)∫

s

０

ds
t

;r为扇性极点到计算点切

线的距离;t为箱梁各板件的厚度.β′(z)为广义翘

曲位移;T(z)为扭矩;B(z)为翘曲双力矩;θ０,β′０,

T０,B０ 依次为由边界条件确定的四个初参数,当为

固定端时,边界条件为θ＝０和β′＝０.
将式(１)的导数式代入Ts(z)＝GJdθ′(z)[１４]得

Ts(z)＝T０＋(μGJdβ′０－μT０)chkz－kB０shkz
(５)

式中Ts 为自由扭矩.

将式(２)的导数式代入Tω(z)＝－EJω－β″″(z)
[１４]得

Tω(z)＝(μT０－μGJdβ′０)chkz＋kB０shkz (６)

式中Tω 为二次扭矩.

３　单元刚度矩阵及等效节点荷载

以扭转角θ和广义翘曲位移β′为节点位移,可
在箱梁上截取如图１所示的箱梁单元.

图１　箱梁单元

Fig．１　Beamelement

单元平衡方程为
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式中δ＝ θi β′i θj β′j[ ]T ,

F＝ Ti　Bi　Tj　Bj[ ]T ,K 为单元刚度矩阵.
记单元两端自由扭矩、二次扭矩与节点位移之

间的关系分别为

Ts＝Ksδ (９)

Tω＝Kωδ (１０)

Ks＝
Ks１１ Ks１２ Ks１３ Ks１４
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ù
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式中Ts＝ Tsi Tsj[ ]T,Tsi 和Tsj 分别指箱梁单元

i端和j 端的自由扭矩;Tω ＝ Tωi Tωj[ ]T ,Tωi和

Tωj分别指箱梁单元i端和j 端的二次扭矩;Ks 为

自由扭矩矩阵;Kω 为二次扭矩矩阵.
记z＝０为箱梁单元的i端,z＝l为j端,根据

刚度矩阵中各元素的物理意义[１５]可知,令θ０ ＝１,

β′０ ＝θ(l)＝β′(l)＝０,则T０,B０,T(l),B(l)的数值

依次与矩阵K 的第一列元素相等,Ts０,Ts(l)的数

值依次与矩阵Ks 的第一列元素相等,Kω０,Kω(l)
的数值依次与矩阵Kω 的第一列元素相等.由此

根据式(１~６)可计算出K,Ks 和Kω 的第一列元

素.同理,先后令β′０ ＝１,θ(l)＝１,β′(l)＝１可求出

矩阵K,Ks 和Kω 的其余元素.其中矩阵K 的各

元素为

K１１＝－K１３＝－K３１＝K３３＝GJdDkshkl
K２１＝K１２＝K１４＝K４１＝μGJdD(１－chkl)

K２３ ＝K３２＝K３４＝K４３＝－μGJdD(１－chkl)

　　K２２＝K４４＝μGJdD(klchkl－μshkl)/k
K２４＝K４２＝－μGJdD(kl－μshkl)/k

式中D＝１/(klshkl＋２μ－２μchkl)
矩阵Ks 的各元素为

Ks１１＝Ks２３－Ks１３＝－Ks２１＝GJdD(１－μ)kshkl
Ks２４ ＝－μGJdD (１＋μ)(１－chkl)＋klshkl[ ]

Ks１４ ＝－Ks２２ ＝μGJdD(１－μ)(１－chkl)
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Ks１２＝μGJdD(１＋μ)(１－chkl)
矩阵Kω 的各元素为

Kω１１ ＝－Kω１３ ＝－Kω２１ ＝Kω２３ ＝μGJdDkshkl
Kω１２ ＝－Kω２４ ＝μGJdD μ(chkl－１)－klshkl[ ]

Kω１４＝Kω２２＝μ２GJdD(１－chkl)
当箱梁单元作用满布扭矩荷载mt 时,根据式

(１~６)可得等效节点荷载列阵为

Ff
mt ＝mt

２ l R l －R[ ]T (１３)

　Tf
smt ＝ mtl

２
(１－μ)mtl

２
(１－μ)[ ]

T
(１４)

Tf
ωmt ＝ μmtl

２
μmtl
２[ ]

T
(１５)

式中R＝μ
k２ ２＋ klshkl

１－chkl
æ

è
ç

ö

ø
÷;Ff

mt
为总扭矩和翘曲

双力矩的等效节点荷载列阵,Tf
smt

和Tf
ωmt

分别为

自由扭矩和二次扭矩的等效节点荷载列阵.

４　应力放大系数

为具体表征约束扭转效应引起的附加应力,引
入正应力放大系数η和剪应力放大系数α,其计算

表达式分别为

η＝σm ＋σω

σm
(１６)

α＝τm ＋τz

τm
(１７)

式中σm ＝My
Ix

为弯曲正应力,τm ＝－QySx

Ix
为弯曲

剪应力,利用文献[１６]的程序计算箱梁桥弯曲效应

引起的截面内力;M 为截面弯矩;y为计算点到中

性轴的距离;Ix 为截面惯性矩;Qy 为截面上作用的

剪力;Sx＝∫
s

０
ytds表示截面上点s关于x 轴的静面

距;σω ＝B
Iω－

ω－ 为翘曲正应力;τz＝Ts

Ωt－Tω

Iω－t
S－ω－ 为约

束扭转剪应力;S－ω－ ＝Sω－ －∮Sω－

tds/∮１
tds为换算净

面矩;Sω－＝∫
s

０
ω－tds为截面的扇性静面矩;Tz＝Ts＋Tω

为总扭矩.

５　程序介绍及验证

在推导出的箱梁单元刚度矩阵、自由扭矩矩

阵、二次扭矩矩阵和等效节点荷载的基础上,利用

Fortran语言编写程序,用于计算变截面箱梁在扭

矩荷载作用下的截面内力(双力矩、总扭矩、自由扭

矩和二次扭矩)和位移(扭转角、广义翘曲位移).

为保证本文自编程序与计算方法的可靠性,以
一跨径布置为(４０m＋４０m)的两跨等截面连续箱

梁桥为例对程序进行验证,此箱梁桥采用的混凝土

强度为C４０,第一跨跨中作用９９７􀆰５kN􀅰m 的集

中扭矩Tk,箱梁截面尺寸如图２所示.

图２　截面尺寸(单位:cm)
Fig．２　Sectionsizedrawing(unit:cm)

分别按照本文程序和文献[１４]的方法计算截

面内力,图３为两种方法计算出的截面内力分布.
从图３可以看出,按照本文方法及程序与文献方法

计算出的截面内力完全一致,由此可以验证本文方

法和程序是正确的.

图３　内力分布

Fig．３　Distributionofinternalforce
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６　算例分析

以某三跨变截面预应力混凝土连续箱梁桥为

算例.桥梁跨径为(７５＋１２０＋７５)米,为三跨对称

结构,混凝土为C５０.箱梁梁宽１３􀆰５米,桥面两侧

各设有０􀆰５米宽的护栏,桥面净宽１２􀆰０米.箱梁

根部及中跨跨中截面尺寸如图４所示,箱梁梁高和

底板厚度均按照二次抛物线变化,设计荷载为公路

Ι级.

图４　中支点和中跨跨中处横截面(单位:cm)
Fig．４　Crosssectionofmiddlefulcrumandmiddlespan

(unit:cm)

首先对桥梁进行有限元划分.将此桥划分成

１１８个箱梁单元,共计１１９个节点,对应１１９个截

面.具有相同尺寸的截面为同一种截面类型,可得

３５种截面类型.每个单元两端各对应一个截面,
单元特征值为这两个截面对应的特征值的平均值,
可将所有单元划分为４３种单元类型.

为合理布置车道荷载,先利用自编程序对每个

节点依次施加T＝１的扭矩荷载,由此可得出每个

节点位置的双力矩影响线,边跨跨中、中支点、中跨

１/４和中跨跨中位置处的双力矩影响线如图５所

示.可以看出,支点处的双力矩由作用在其邻跨间

的扭矩荷载贡献,作用于支点截面的扭矩荷载并不

会在支点处产生双力矩,其他截面处的双力矩主要

由作用在该截面及其附近的较小范围内的扭矩荷

载贡献.

图５　双力矩影响线

Fig．５　Influencelineofbitorque

按照双力矩影响线布置车道荷载,以中跨跨中

双力矩最大的布载方式为工况１,以中支点双力矩

最大的布载方式为工况２.两种工况的布载如图６
所示,图中P 为集中荷载,q为均布荷载.

根据行车道宽度,此桥最多设置三车道[１７],根
据不同车道数下的车道荷载数值可知,单车道布载

时,竖向荷载和扭矩均小于两车道时的布载,故本

文对两车道和三车道进行分析.车道数量的不同,
不影响桥梁在纵桥向的荷载布置方式,仅是荷载在

数值上的不同,且不同车道数量下的集中荷载、分
布荷载之间存在比例关系,故而不同的车道数量并

不影响应力及应力放大系数沿纵桥向的变化趋势.

图６　布载示意图(单位:m)
Fig．６　Layoutdiagram(unit:m)

为方便表示,选取翼缘板端部、腹板与顶板交

点、腹板与底板交点分别为计算点１,２和３,将趋

近计算点２的顶板上、腹板上和翼缘板上的点依次

记为２u,２w 和２y,将趋近计算点３的底板上和腹板

上的点分别记为３b,３w,将腹板上扭转剪应力最大

值点(腹板上S－ω－ 最小的点)和腹板上弯曲剪应力

最大值点(腹板上Sy 最大的点)依次记为计算点４
和计算点５,如图７所示.

图７　计算点

Fig．７　Calculationpoints

由箱梁的截面特性和正应力放大系数的计算

表达式可知,正应力放大系数在计算点２u,２w 和２y

处相等,在计算点３w 和３b 处相等,故本文在对正

应力的分析中仅列出计算点１,２w 和３b 的分布.
图８为两种工况下的正应力放大系数分布.

从图８可以看出,在横截面上,正应力放大系数的

峰值常出现在翼缘板端部.沿纵桥向,正应力放大

系数的峰值在两种工况下均出现在中支点截面.
按照双车道布载,正应力放大系数在工况１作用下

最大为１􀆰１４６,在工况２作用下最大为１􀆰３０４.当

按照三车道布载时,正应力放大系数在工况１作用

下最大为１􀆰０７７,在工况２作用下最大为１􀆰１６１.
中跨跨中左截面各计算点的剪应力值列入表
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１.从表１可以看出,该截面二次剪应力和扭转剪

应力的比值在计算点４处达到峰值,通过对其他截

面的整理分析发现,其他截面上二次剪应力和扭转

剪应力的比值也在计算点４处达到峰值.

图８　正应力放大系数分布(双车道)
Fig．８　Normalstressamplificationfactor(twolanes)

表１　中跨跨中左截面各计算点的剪应力值

(工况１)
Tab．１　Shearstressvalueofthecalculatedpoint

ofthemiddleleftsectionofthemiddle
span(case１)

截面 计算点
τω/
kPa

τz/
kPa

τω/τz/
％

中跨跨中

左支点截面

２u ５３􀆰２２ １４２􀆰３４ ３７􀆰３９

２w ５８􀆰０５ １１３􀆰５０ ５１􀆰１５

３b ８８􀆰１８ １７７􀆰３０ ４９􀆰７３

３w ５４􀆰８７ １１０􀆰３２ ４９􀆰７３

４ １１９􀆰０８ １７４􀆰５３ ６８􀆰２３

５ １１５􀆰６４ １７１􀆰０９ ６７􀆰５９

　　不同工况下,计算点４在支点截面、集中荷载

作用截面和其余截面处的剪应力值列入表２.从

表２可以看出,计算点４处的二次剪应力与扭转剪

应力的比值在支点截面上可达到３５􀆰６６％,在集中

荷载作用截面上可达到６８􀆰２３％,在其余截面上未

超过２􀆰２３％.
通过计算发现,计算点３w 和计算点３b、计算

点４和计算点５的剪应力放大系数在同一横截面

上较为接近,若对计算结果取两位小数则结果相

等,而翼缘板上的扭转剪应力值较小,剪应力放大

系数接近为１,故本文在对剪应力放大系数的分析

中仅列出计算点２u,２w,４和３w 的分布.

表２　计算点４处的剪应力组成(双车道)
Tab．２　Compositionofshearstressatcalculated

points４(twoＧlanes)

工况 截面位置
τω/
kPa

τz/
kPa

τω/τz/
％

中跨右支点右截面 　２０􀆰３４ 　５７􀆰０４ ３５􀆰６６

１ 中跨跨中左截面 　１１９􀆰０８ 　１７４􀆰５３ ６８􀆰２３
中跨１/４截面 　３􀆰９３ 　１７６􀆰０１ ２􀆰２３
中跨左支点右截面 　６０􀆰４５ 　１７２􀆰３８ ３５􀆰０７

２ Z＝９０m左截面 　１９􀆰９２ 　１８６􀆰８５ １０􀆰６６
中跨３/４截面 －０􀆰６４ －１１６􀆰２６ ０􀆰５５

　　图９为两种工况下的剪应力放大系数分布.
从图９可以看出,在同一截面上,剪应力放大系数

在顶板上的值远大于底板和腹板上的值.沿纵桥

向,截面上任一点的剪应力放大系数在中支点附近

截面达到最大值.按照双车道布载时,剪应力放大

系数在工况１作用下可达到２􀆰５５１,在工况２作用

下可达到２􀆰６６７;按照三车道布载时,剪应力放大

系数在工况１作用下可达到１􀆰８２２,在工况２作用下

可达到１􀆰８８２.通过对图９(a)和图９(c),图９(b)
和图９(d)的对比可以看出,两车道和三车道布载

图９　剪应力放大系数

Fig．９　Shearstressamplificationfactor
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时,同种工况下各计算点的应力放大系数沿纵桥向

具有相同的变化趋势,仅在数值大小上存在差异.
从图９(b)可以看出,横坐标靠近０m和１３５m

处剪应力放大系数出现了骤增现象,结合图１０可

以发现,这是由于在该位置存在弯曲剪应力值零

点.对于图８(a)横坐标靠近 １０５ m 和 １６５ m,
图８(b)横坐标靠近２０m和１７０m处,正应力放大

系数出现骤增也是由于在相应位置处存在弯曲正

应力值零点.而在应力放大系数的分析中,应不考

虑弯曲应力值零点截面及其附近截面,否则便会造

成应力放大系数取值偏大.

图１０　工况２下计算点２w 的剪应力分布(两车道)
Fig．１０　Shearstressdistributionatcalculationpoint

２woncase１(twolanes)

７　结　论

(１)三跨变截面连续箱梁桥在偏载作用下发生

约束扭转时,支点截面和其他截面处的双力矩产生

原因并不完全相同,中支点处的双力矩由其相邻两

跨的跨间扭矩荷载贡献,其他截面处的双力矩主要

由作用在该截面处的扭矩荷载贡献.
(２)在箱梁横截面上,约束扭转效应引起的二

次剪应力与扭转剪应力的比值在腹板上(截面特性

S－ω－ 最小处)达到峰值,其比值在支点截面上可达到

３５􀆰６６％,在集中荷载作用截面上可达到６８􀆰２３％,
在其余截面上未超过２􀆰２３％.

(３)在同一横截面上,正应力放大系数的峰值

常出现在翼缘板端部,剪应力放大系数的峰值出现

在顶板上.沿纵桥向,正应力放大系数和剪应力放

大系数的峰值在本文两种工况下均出现在中支点

截面.
(４)在考虑约束扭转效应引起的附加应力时,

应对正应力和剪应力选用两个不同的应力放大系

数,对于本文算例桥,正应力放大系数的取值范围

为１􀆰０７７~１􀆰３０４,剪应力放大系数的取值范围为

１􀆰８２２~２􀆰６６７.
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Analysisonrestrainedtorsionofcontinuousboxgirder
bridgewithvariablesectionunderlaneload

WEIHaohao∗１,　ZHANGHe１,　HEHao２,　WANGLei１,　LIUZhi１

(１．PowerchinaNorthwestEngineeringCo．,Ltd．,Xi’an７１００６５,China;

２．LogisticsInfrastructureDepartment,LanzhouVocationalTechnicalCollege,Lanzhou７３００７０,China)

Abstract:Inordertoanalyzetheeffectoftheconstrainedtorsiononthesectionstressofaboxbeam,
basedontheinitialparametricsolutionoftherestrainedtorsiondifferentialequationoftheboxgirder,
theinitialparametricanalysisformulaoffreeandsecondarytorquesisderived．AccordingtoUmansky′s
SecondTheoryandtheboxgirderelement,theelementstiffnessmatrix,calculationmatrixoffreetorque
andsecondarytorqueandtheequivalentnodeloadcolumnvectorarederivedbyintroducingthebox
girderelementwithtorsionangleandgeneralizedwarpingdisplacementasnodedisplacements．Thefinite
elementprogram codedinFortranLanguageisappliedtoanalyzetheconstrainedtorsioneffectof
continuousboxgirderbridgeswithvariablesections．Theprogramisalsousedtocalculatetheinternal
forceanddisplacementofathreeＧspancontinuousboxgirderbridgewithvariablesectionsunderthe
mostunfavorablebimomentloadingmode．Theresultsshowthattheratioofthesecondaryshearstress
tothetorsionalshearstresscausedbytheconstrainedtorsioneffectreachesitspeakonthewebs．It
reaches３５􀆰６６％and６８􀆰２３％respectivelyonthefulcrumsectionandtheconcentratedloadsectionwhile
itisnotmorethan２􀆰２３％ontherestofsections．Alongthelongitudinalbridge,thepeakvaluesofthe
normalstressandshearstressamplificationfactorappearatthefulcrumsection．Forthebridgeinthis
paper,the normalstressamplificationfactorrangesfrom １􀆰０７７ to １􀆰３０４ andtheshearstress
amplificationfactorfrom１􀆰８２２to２􀆰６６７．

Keywords:thinＧwalledboxgirder;restrainedtorsion;stiffnessmatrix;secondaryshearstress;torsional
shearstress;stressamplificationfactor
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