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摘　要:高次Serendipity单元有内部节点,不便于网格划分及实际使用,文献较少涉及其实现和实际性能.本文

给出了３２节点６次单元 Q３２的形函数,探讨了单元刚度矩阵的两类积分方案,即高斯积分和完全多项式积分.

后者的积分点数少于前者.以悬臂梁的横力弯曲为例,测试表明,６´６(３６点)高斯积分或１１阶的各种完全多项

式积分都可作为 Q３２的积分方案.实用中可取２５点对称积分,其精度与６´６高斯积分相当,但计算量约只有后

者的６９％.对三次位移场问题,即使网格严重畸变,Q３２也能较准确地模拟.
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１　引 言

在二维问题的有限元分析时通常采用三角形

和四边形单元,后者又可分为Lagrangian(L型)和

Serendipity(S型)两种单元类型.如２~４次L型

单元有 Q９,Q１６,Q２５;２~４次 S型单元有 Q８,

Q１２,Q１７.S型单元比L型单元内部节点少,节点

总数也少;且单元阶次越高,节点数的这种优势也

越大.

Lee等[１]研究了网格畸变对这两类单元性能

的影响,发现 L型单元不受角度畸变的影响,S型

单元则非常敏感,随着单元畸变的增加,精度明显

下降.其原因在于,当单元畸变后,单元位移场在

全局坐标(x,y)和局部坐标(ξ,η)下的完备性不再

一致,前者的完备阶次会降低.
以二次元Q８和三次元Q１２为例,虽然其插值

函数在局部坐标(ξ,η)下分别是２次和３次完备

的,但缺少ξ２η２项,使得在全局坐标(x,y)下,对畸

变单元只能完备到１次.
对L型单元,插值函数在局部坐标下除了完

备项外,还有大量高次项.这些项看似多余,却保

证了全局坐标下的高次完备性.文献[１,２]的算例

都表明,当单元形状不规则时,Q９单元比 Q８和

Q１２的结果好.
为获得抗畸变的四边形单元,文献[３Ｇ５]构造

了２~４次样条元,取得了很好的结果.对于更高次

单元的实现和实际性能,文献鲜少报道.本文探讨

了６次Serendipity单元的实现,特别是单元刚度

矩阵的积分;以横力弯曲问题为例,该单元显示出

良好的性能.

２　形函数

Serendipity单元族如图１所示,其中４次元开

始有内部节点.内部节点也可按三角形分布[６,７]

(内节点数最少),但节点对四边形区域不对称,会
使单元性能具有方向性.

图１　Serendipity单元族

Fig􀆰１　Serendipityelementfamily



高阶Serendipity单元的构造有一定的技巧和

难度[７Ｇ１０].文献[７]介绍了高阶形函数的构造,并
给出了６阶形函数;文献[１０]则给出了４~１０阶的

形函数.对３２节点６次Serendipity单元 Q３２,如
图１(f),将有 关 结 果 整 理 和 改 写,得 其 形 函 数

如下.
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上面将有些节点的形函数写成通式,以简化编程.
另外,为了简化表达式,将形函数的生成分三步进

行,(１)生成边界节点的形函数(无内部节点);(２)
生成内部节点的形函数(在边界上为０);(３)用内

部节点的形函数修改边界节点的形函数(使其在内

部节点上为０).

３　积分方法

四边形单元的刚度矩阵为

[K]e＝∫
Ae

[B]T[D][B]dA＝

∫
１

－１
∫

１

－１

[B]T[D][B]|J|dξdη (１)

式中B 矩阵由形函数Ni 对全局坐标x,y的一阶

偏导数组成,|J|为坐标变换引起的雅克比行

列式.
当单元形状不规则时,式(１)的被积函数是一

个复杂的有理分式,解析积分繁琐[１１],常用数值

积分.
假设被积函数为多项式(一般函数可设想为泰

勒展开式),基为{１,ξ,η,ξη,ξ２,η２,􀆺,ξiηj,􀆺},最

高次项为ξrηs.
若需对整个多项式精确积分,则最高次项ξrηs

也需精确积分.设函数对ξ和η对称,r≤p,s≤p.
这时可采用高斯积分

　　∫
１

－１
∫

１

－１

f(ξ,η)dξdη＝∑
i
∑
j

wiwjf(ξi,ηj) (２)

式中ξi,wi 和ηj,wj分别是ξ和η方向的(一维)积
分点坐标和权.由于一维n 点高斯积分的精度

p＝２n－１,故对二维n ´n 高斯积分,多项式中可

以精确积分的最高次项ξrηs＝ξ２nＧ１η２nＧ１.
若只对被积函数中的完全多项式部分精确积

分(不考虑非完全高次项的积分准确性),则可采用

针对完全多项式的积分[１２Ｇ１７].设完全多项式的次

数为p,r＋s≤p.积分格式如下

∫
１

Ｇ１
∫

１

Ｇ１

f(ξ,η)dξdη＝∑
i

wif(ξi,ηi) (３)

式中 (ξi,ηi)和wi 分别是(二维)积分点的坐标和

权.该方案下多项式中可以精确积分的最高次项

ξrηs的次数r＋s＝p.文献[１４]给出了９~１５阶

的对称积分方案,文献[１５]给出了新的１~２１阶的

对称积分方案.采用旋转对称的积分方案,可获得
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最少的积分点数[１６,１７].其中旋转对称的积分点可

能对称,也可能不对称,如图２所示.

图２　旋转对称的积分点

Fig􀆰２　IntegrationpointsinrotationＧsymmetry

对L型单元,插值函数以及单元刚度矩阵中

有大量非完全高次项,考虑这些项的积分,需要高

斯积分.对S型单元,这些非完全高次项较少,高
斯积分和完全多项式积分都可采用.后者积分点

数较少,若可获得与前者相当的有限元精度,则是

非常经济实用的.

４　算　例

为简洁起见,这里仅以矩形悬臂梁的横力弯曲

问题为例进行测试,如图３所示.

该模型有不同的理论解[１８Ｇ２１],即理论解不唯

一,相应的端点挠度值也不唯一.这是因为所用数

学模型的控制方程和边界条件有差异(主要是固定

端约束的处理),导致了理论解的差异;但位移场中

占主导的是坐标(x,y)的３次式.

图３　悬臂梁的横力弯曲

Fig􀆰３　Transversebendingofcantileverbeam

有限元中对固定端的处理也不唯一,图４为常

见的两种.若改变观察者位置,从背面来看该模

型,则得图５.其相当于将图４绕y 轴旋转１８０°.
计算A 点的挠度,结果列入表１.

图４　有限元正面模型

Fig􀆰４　FEfrontmodel

表１　A 点的挠度

Tab．１　DeflectionofpointA
积分 e＝０ e＝１ e＝２ e＝３ e＝４ e＝４􀆰９９ e＝５

图４(a)和图５(a) ６´６ １０２􀆰６９ １０２􀆰７０ １０２􀆰７０ １０２􀆰７１ １０２􀆰７２ １０２􀆰７４ １０２􀆰７４

２８S １０２􀆰７０ １０２􀆰７０ １０２􀆰７０ １０２􀆰７０ １０２􀆰７１ １０２􀆰７０ １０２􀆰６９

２５S １０２􀆰６９ １０２􀆰７０ １０２􀆰７０ １０２􀆰７１ １０２􀆰７１ １０２􀆰６９∗ １０２􀆰６９∗

２５R １０２􀆰７３ １０２􀆰７２ １０２􀆰７７ １０２􀆰５０ １０２􀆰７４ １０２􀆰７８ １０２􀆰７８
图４(a) ２４R １０２􀆰７０ １０２􀆰７１ １０２􀆰７３ １０２􀆰７５ １０２􀆰７５ １０２􀆰７２ １０２􀆰７２
图５(a) ２４R １０２􀆰６９ １０２􀆰６９ １０２􀆰６９ １０２􀆰７０ １０２􀆰７１ １０２􀆰７８ １０２􀆰７９

Q８[４] ２´２ １００􀆰００ ９９􀆰３３ ８９􀆰１５ ５９􀆰２７ ３１􀆰７５ ２３􀆰３２＃

Q１２[４] ３´３ １０２􀆰６０ ９９􀆰９５ ９３􀆰３２ ７８􀆰１３ ５３􀆰２４ ４２􀆰３７＃

Q１７[４] ４´４ １０２􀆰６１ １０２􀆰６１ １０２􀆰２９ １０１􀆰２０ ９７􀆰９６ ９５􀆰４６＃

参考解 １０２􀆰７５
图４(b)和图５(b) ６´６ １０２􀆰５３ １０２􀆰５４ １０２􀆰５５ １０２􀆰５５ １０２􀆰５５ １０２􀆰５１ １０２􀆰５１

２８S １０２􀆰５４ １０２􀆰５５ １０２􀆰５８ １０２􀆰５９ １０２􀆰５９ １０２􀆰５５ １０２􀆰５３

２５S １０２􀆰５２ １０２􀆰５４ １０２􀆰５５ １０２􀆰５６ １０２􀆰５６ １０２􀆰４９∗ １０２􀆰４９∗

２５R １０２􀆰６４ １０２􀆰７０ １０２􀆰７９ １０２􀆰８７ １０３􀆰１７ １０４􀆰４４ １０４􀆰４９
图４(b) ２４R １０２􀆰５５ １０２􀆰５７ １０２􀆰６１ １０２􀆰６５ １０２􀆰６４ １０２􀆰５１ １０２􀆰５０
图５(b) ２４R １０２􀆰５４ １０２􀆰５６ １０２􀆰５７ １０２􀆰５４ １０２􀆰５３ １０２􀆰６０ １０２􀆰６０
参考解 １０２􀆰８０

＃e＝４􀆰５;∗ 出现|J|＜０
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　　表１也列出了２~４次Serendipity单元 Q８,

Q１２,Q１７的计算结果.可见,Q８和 Q１２的抗畸

变性较差,这与文献[１]结论一致.Q１７的结果有

较大改观,但本文 Q３２的结果更加稳定.
表１除了６´６(３６点)高斯积分外,还对比了

积分阶次p＝１１的几种完全多项式积分.

２８S:２８点对称积分[１４],积分点在积分区域

内;对称分布;权值为正.

２５S:２５点对称积分[１５],有积分点在积分区域

外;对称分布;权值为正.

２５R:２５点旋转对称积分[２２],积分点在积分区

域内;旋转分布,对称;有权值为负.

２４R:２４点旋转对称积分[１６],积分点在积分区

域内;旋转分布,非对称;权值为正.
对四边形区域,理想的积分方案是积分点尽量

少,位于积分区域内,对称分布,权值为正.上面四

种方案对此都有所欠缺(难以兼顾).
前文已指出,图３的模型没有统一的理论解,

如以文献[２０]的公式和文献[２１]的３个公式可得

到右端面各点(包括点A)的挠度分别为１０２􀆰６２５,

１０３􀆰７５０,１０２􀆰９５０,１０３􀆰０７５.表中两种约束下的参

考解是文献[２３],分别采用低次元 Q４,Qm６,Q８
不断细分网格,以及高次 L型单元和三角形单元

不断提高单元阶次的有限元逼近的结果.
先看总体情况.由表１可见,(１)当积分点对

称时(６´ ６高斯积分,２８S,２５S,２５R),图４和图５
的计算结果相同.积分点不对称时(２４R)则结果

不同(虽然差异不大).(２)高斯积分和完全多项式

积分的精度相当,但后者的计算效率较高,如２５点

方案的计算量只有前者的２５/３６≈６９％,约节省

３１％.(３)各种积分方案的结果相互间差异不大,
且随畸变加剧,变动较平缓,表明对３次位移场的

问题,单元有很好的抗畸变性.

图５　有限元背面模型

Fig􀆰５　FEbackmodel

再看细致差异.由表１可知,(１)对称积分中,

２８点积分和２５点积分的结果基本相同(４位有效

数字时).虽然２５点积分中有域外积分点,在严重

畸变时局部出现|J|＜０(坐标变换异常),但并未影

响全局,该积分方案还是可接受的.(２)旋转对称

积分中,２５点积分的结果没有其他几种方案稳定

(下划线的数据为波动中偏小或偏大),而２４点积

分对正面模型和背面模型给出不同结果,使模型具

有方向性,这种方案需要审慎采用.
需要指出,表１中的积分方案对应 Q３２单元

所需的最少积分阶次.若采用更低阶次的积分,如

５´５(２５点)高斯积分或p＝９的完全多项式积分,
有限元结果是奇异或异常的.

５　结　论

(１)６次Serendipity单元 Q３２的单元刚度矩

阵可采用６´６(３６点)高斯积分或１１阶完全多项

式积分.二者总体精度相当,但后者较经济.
(２)旋转对称积分方案可获得积分点最少的

２４点积分,但其积分点不对称会使有限元结果具

有轻微的方向性.实用中可取２５点对称积分.
(３)对三次位移场问题,即使网格严重畸变,

Q３２也能给出比较稳定而准确的结果.
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ImplementationofsexticSerendipityelementQ３２
HUShengＧrong∗ ,　ZHANG Wei,　XUJingＧjing,　LIUXinＧhong

(CollegeofWaterConservancyandCivilEngineering,SouthChinaAgriculturalUniversity,Guangzhou５１０６４２,China)

Abstract:ThehighＧorderSerendipityelementshaveinternalnodes,whichisnotconvenientforgrid
divisionand practicaluse􀆰Therearefew publicationsdiscussingtheirimplementation and actual
performance􀆰Thispaperintroducestheshapefunctionofthe３２ＧnodesexticelementQ３２,anddiscusses
twointegrationschemesofelementstiffness matrix:Gaussianintegrationandcompletepolynomial
integration􀆰Thelatterhasfewerintegrationpointsthantheformer􀆰Takingthetransversebendingofa
cantileverbeamasanexample,theresultsshowthattheintegrationschemeforQ３２canbe６ ６́(３６Ｇ
point)Gaussian integration or various １１Ｇorder complete polynomialintegrations􀆰The ２５Ｇpoint
symmetricalintegrationcanbeusedinpractice:itsaccuracyiscomparabletothatof６ ６́Gaussian
integration,butitscalculation workloadisabout６９％ ofthelatter􀆰Q３２ can simulate a cubic
displacementfieldquiteaccuratelyevenifthemeshisseriouslydistorted．

Keywords:Serendipityelement;sexticelementQ３２;quadrilateralelement;highＧorderelement;complete
polynomialintegration
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