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摘　要:首先,对杆系结构多种类型的线性图表示方法进行了讨论.其次,引入关联矩阵显式来组装平衡矩阵,推
导出独立于体系具体形状几何的平衡矩阵新形式即关联矩阵,并基于该形式的平衡矩阵提出了拓扑找力分析的

概念.最后,通过杆系结构算例,对比不同情况下的平衡矩阵及其零空间,进一步验证了杆系结构多种类型的线

性图表示和拓扑找力的正确性与适用性.
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１　引 言

结构分析主要针对形状与内力分布的研究,形
状又包含了拓扑与几何.通过图论[１,２]等相关理

论可以把结构转化为图或网络,将结构的拓扑与几

何信息更清晰地表现出来.早期图论在结构力学

中的应用是将弹性结构转换为等代电路[３,４],这是

物理模型之间的转换,然后再将电路转换为网络,
最后采用通用的网络分析工具求解,揭示了电路和

结构这两种不同的物理系统的拓扑几何模型是相

似的.Shai等[５,６]提出了通过图解决工程问题的

通用方法,通过图论的工具找到解决方案,将问题

提升到图形表示的抽象数学水平,保证了结构拓扑

信息的完整性,有利于实现快速设计.
基于图论与力法的基础,Kaveh[７,８]提出了适

于计算机编程的平衡矩阵构造方法,从拓扑的角度

建立与内力相关的平衡矩阵形式;Pellegrino等[９]

基于平衡矩阵的子空间研究,总结了体系的几何判

定问题;在此基础上,陈耀等[１０]提出高阶对称结构

可动性判定方法;该形式的平衡矩阵适合应用于结

构的线性找力分析[１１,１２].由于组成平衡矩阵的基

本未知量包括力与形状几何的信息,基于不同的基

本未知量,可以将基于矩阵力法的平衡矩阵转换为

各种不同的形式.Tran等[１３Ｇ１６]在研究张拉整体结

构形态问题时,应用了以节点坐标为未知量的平衡

矩阵形式和以力密度为未知量的平衡矩阵形式.
值得指出,目前对杆系结构进行图或网络分析

的研究很多,但将杆系结构转化为线性图表示并未

形成系统的理论;基于平衡矩阵进行的结构分析问

题都是在拓扑几何确定的前提下进行研究,不能独

立于具体的形状几何.
本文尝试将杆系结构转化为线性图表示,并在

已有平衡矩阵形式的基础上,推导给出独立于体系

具体形状几何的平衡矩阵新形式,进行杆系结构的

拓扑找力分析.

２　杆系结构的线性图表示

２．１　杆系结构抽象为线性图的原则

杆系的线性图原则上应真实、自然和简单.
(１)真实—杆系的线性图必须与实际工程结构

的拓扑几何关系一致.线性图需要将顶点和边代

表的两类对象(构件与结点)之间的联接关系真实

完整地抽象出来.
(２)自然—杆系的图对边和顶点的加权应符合

自然规律.顶点与边的加权可以是标量,也可以是

矢量或张量,矢量或张量加权的实质是将形状几何

信息和材料信息等考虑进去,是所研究问题的完整

描述,本质上是对图进行能量这一标量加权,即网



络描述的是能量的分布、传递和转化的客观定律.
(３)简单—杆系的线性图数学模型应在不影响

问题实质的前提下采用尽量少的顶点和边.

２．２　杆系结构抽象为线性图表示的方法

杆系结构用线性图表示时,可将结构与地球

(基础或地面)抽象为一个整体,包括上部结构与下

部结构,上部结构包括构件与结点,下部结构包括

地球与支座结点.需要注意的是,支座结点既属于

上部结构也属于地球,其主要作用是将上部结构的

非封闭力流传递到地球并可以提供位移和力的

约束.
由于杆系结构的线性图与力学模型非常接近,

结点、构件(二力杆、梁柱构件等双边约束构件)可
以与图的顶点和边对应,基础或地面可通过添加一

个代表地球的顶点或边来表示.如果将构件看作

边时,结点则应看作顶点,反之,构件看作点时,结
点则应看作边;将地球看作一个顶点时,支座结点

则应看作边,反之,将地球看作边时,支座结点则应

看作顶点.如此,杆系结构的线性图表示至少存在

４种基本类型,列入表１.

表１　杆系结构线性图表示的基本类型

Tab．１　Basictypesoflineargraphical
representationsoftheframedstructure

线性图类型
上部结构

构件 结点

下部结构

地球 支座结点

I 边 顶点 顶点 边

II 边 顶点 边 顶点

III 顶点 边 顶点 边

IV 顶点 边 边 顶点

四种基本类型的线性图表示的异同:
(１)对于基本类型Ⅰ和Ⅱ,上部结构的线性图

表示是一致的,即构件看作边,结点看作顶点.这

两种基本类型的不同点源自下部结构的线性图表

示,若地球看作顶点时,则支座结点看作边,表示独

立的支座反力;若地球看作边时,支座结点看作顶

点,可以整体理解为一个两端铰接的单元;需要注

意的是,若地球边条数不止一条时,那么支座结点

也有多个,可以看作是地球边与顶点形成的树状子

图,原则是顶点数比地球边数多１.
(２)对于基本类型III和IV,上部结构的线性

图表示与基本类型Ⅰ和Ⅱ相反,即构件看作顶点,
结点看作边.将构件看作顶点比较简单,对应每一

根构件添加顶点即可.但将结点看作边不能直接

替换,因为结点可以是两根构件也可以是三根或多

根构件交叉而成.对于两杆交叉的铰接点,线性图

表示为一条边,多杆交叉铰接结点的边表示的是

结点树或串联边.此外,基本类型III和IV 两者

之间下部结构线性图表示的不同点与前文类型Ⅰ
和Ⅱ之间的不同点情况一样.

最后,以二力杆的基本线性图表示为例,如图

１所示.因为不考虑支座,二力杆线性图表示I和

II类型相同,III和IV类型相同.其中将构件看作

顶点时,结点的作用是将在此结点交叉的构件联接

起来.

图１　一根二力杆的线性图表示

Fig．１　LineardiagramrepresentationofatwoＧforcebar

３　关联矩阵—平衡矩阵的一种形式

３．１　节点力平衡表示的平衡矩阵

对于由索杆单元构成的空间铰接体系,设体系

m 个节点,n个单元,对于图３的某个节点i,在外

载荷作用下的平衡方程为

图２　节点杆件

Fig．２　Nodeandrodconnectiondiagram
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(１)

式中Ll 和Lk 表示杆l和k 的长度,xi,xj,xh( ),

yi,yj,yh( ),zi,zj,zh( )分别为i,j,h三点的坐标,

βl,βk 分别为单元l,k的内力,进而对于整体结构

体系,可列出m 个平衡方程,其未知量是n个单元

的内力,可组装成矩阵形式

Aβ＝F (２)
式中A为平衡方程的未知数系数矩阵,称为平衡
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矩阵,其元素是体系中各索杆单元在x,y,z方向

上的节点坐标差与单元长度的比值,即方向余弦;

β＝ β１ 􀆺 βi 􀆺{ }T 为单元内力矢量;F 为外

荷载列矢量.

３．２　以关联矩阵组装平衡矩阵

若引入关联矩阵显式来组装平衡矩阵A,对于

由索杆单元构成的空间铰接体系,若体系有m 个

节点,n个单元,根据拓扑连接关系定义C 为关联

矩阵,假定联接单元k两端节点为i和j(i＜j),则
关联矩阵C第k行的第i和第j个元素定义为

C k,p( ) ＝
　１ (p＝i)

－１ (p＝j)

　０ (else)

ì

î

í

ïï

ïï
(３)

则CX,CY,CZ表示索杆单元在x,y,z方向上的

节点坐标差矢量或单元的投影长度矢量,diag(C
X),diag(CY),diag(CZ)表示其对角矩阵形式.

L＝ l１ 􀆺 li 􀆺{ }T 表示索杆单元的长度矢量,

diag(L)为其对角矩阵形式.CX/L表示方向余弦

矢量,记 作 cosαx,同 理 可 得 cosαy,cosαz,diag
(cosαx),diag(cosαy),diag(cosαz)为对角矩阵形式.
将拓扑关联矩阵表示的方向余弦代入式(１),得出整

体坐标系下x,y,z方向的分块平衡矩阵形式

A＝
Ax＝CTdiagcosαx( )

Ay＝CTdiagcosαy( )

Az＝CTdiagcosαz( )

ì

î

í

ï
ï

ïï

(４)

因此,可以将整体坐标系下的平衡方程记作

Ax

Ay

Az

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
β＝

Fx

Fy

Fz

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï
(５)

式中Fx,Fy 和Fz 分别为沿整体坐标系x,y,z方

向的外荷载矢量.

３．３　独立于体系具体几何的平衡矩阵新形式

设βx,βy,βz 为整体坐标系下x,y,z方向的等

效节点内力,那么

βx＝diagcosαx( )β
βy＝diagcosαy( )β
βz＝diagcosαz( )β

ì

î

í

ïï

ïï
(６)

　　以x方向为例,对式(５)的Axβ＝Fx,保持右端

项的外荷载矢量一定,对左端项进行变换可以得到

Axβ＝CTdiagcosαx( )β (７)

　　将式(６)的βx＝diagcosαx( )β代入式(７)可得

Axβ＝CTβx (８)

　　y,z方向,同理可得

Ayβ＝CTβy (９)

Azβ＝CTβz (１０)

　　将式(８~１０)代入式(５),可得

CT ０ ０
０ CT ０
０ ０ CT

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

βx

βy

βz

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï
＝

Fx

Fy

Fz

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï
(１１)

式中CT 表示整体坐标系下以等效节点力为未知

量的平衡矩阵新形式.
平衡矩阵CT 同时也表示关联矩阵的转置,关

联矩阵的建立只与体系的拓扑信息有关,故平衡矩

阵CT 的研究是独立于体系的具体形状几何的,通
过平衡矩阵CT,将体系的拓扑信息与力的信息联

系起来,对于平衡矩阵CT 的求解,可以称作拓扑

找力分析.

４　算　例

杆系结构的力学模型如图３所示,基于表１给

出该杆系结构４种基本类型的线性图表示如图４
所示,根据图４的四种基本类型的线性图表示,给
出各类型对应的平衡矩阵CT,列入表２.

图３　杆系结构的力学模型

Fig．３　Mechanicalmodelofthebarstructure

图４　四类基本类型的线性图表示

Fig．４　Lineargraphrepresentationofthefourbasictypes
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表２　平衡矩阵CT

Tab．２　EquilibriummatrixCT

线性图 平衡矩阵CT

Ⅰ

１ ０ ０ ０ ０ １ １
－１ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ －１ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ －１ １ １ ０ ０
０ ０ ０ －１ －１ －１ －１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ⅱ

１ ０ ０ １
－１ １ ０ ０
０ －１ １ ０
０ ０ －１ －１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Ⅲ

１ １ ０ ０ ０ ０ １ １
－１ －１ １ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ －１ －１ １ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ －１ －１ －１ －１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Ⅳ

１ １ ０ ０ ０ ０ １ １ ０ ０ ０
－１ －１ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ －１ －１ １ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ －１ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ －１ １
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０ －１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

　　结合图４和表２可知,该杆系结构四种基本类

型的线性图表示,其中第Ⅱ种类型的线性图表示,
存在最少的回路,仅一个回路,且对应的平衡矩阵

CT 的形式更简单,能简洁清晰地表示出该杆系结

构的拓扑信息,便于拓扑找力分析.
对于图４的第Ⅱ种类型的线性图表示,若下部

结构的地球等代的边数不止一条时,支座结点也有

多个,下部结构可以是地球边与支座顶点形成的树

状子图,即第Ⅱ种类型的线性图表示也可有其他样

式,如图５的ⅡＧ１与ⅡＧ２,并给出Ⅱ,ⅡＧ１与ⅡＧ２
线性图表示对应的平衡矩阵CT,列入表３.

结合图４、图５和表３可知,该杆系结构某一

种基本类型的线性图表示也有多种样式.线性图

表示中存在的回路越少,对应的平衡矩阵CT 的形

式越简单,越能简洁清晰地表示出该杆系结构的拓

扑信息,便于拓扑找力分析.

图５　第Ⅱ种类型的线性图表示的样式

Fig．５　StyleoflineargraphrepresentationoftypeII

表３　平衡矩阵CT

Tab．３　EquilibriummatrixCT

线性图 平衡矩阵CT

Ⅱ

１ ０ ０ １
－１ １ ０ ０
０ －１ １ ０
０ ０ －１ －１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

ⅡＧ１

１ ０ ０ ０ ０ ０ １ １
－１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ －１ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ －１ １ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ －１ －１ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ －１ －１ －１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ⅡＧ２

１ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０ ０
－１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ －１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ －１ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ －１ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ －１ －１ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ －１ １
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ －１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

　　最后,基于图４和图５中该杆系结构最简单的

线性图表示类型Ⅱ,也可生成图６所示的杆系结

构,即图３与图６是拓扑信息相同的杆系结构.此

时,给出两种杆系结构对应的平衡矩阵A 及其零

空间,以及最简单线性图表示类型Ⅱ对应的平衡矩

阵CT 及其零空间,列入表４.

图６　拓扑相同的杆系结构

Fig．６　Topologicallyidenticalbarstructure

　　结合图３、图６和表４可知,平衡矩阵A 的零

空间为空,表示图３的杆系结构不存在自应力模

态;平衡矩阵A的零空间非空,表示图６的杆系结

表４　平衡矩阵A与平衡矩阵CT 及其零空间

Tab．４　EquilibriummatrixAandequilibrium
matrixCTandtheirzerospaces

图例 平衡矩阵 列式 零空间

图３ A

０ １ ０
０ －１ ０

－１ ０ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Null

图６ A

－１ １ ０
０ －１ １
０ ０ ０
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构存在自应力模态;故平衡矩阵A 可以用以求解

拓扑信息给定的线性找力分析问题.平衡矩阵CT

的零空间非空,表示该拓扑信息条件下,可以生成

不同形态的杆系结构,且至少有一种杆系结构存在

自应力模态.平衡矩阵CT 的零空间为空,则一定

不存在自应力模态.故平衡矩阵CT 仅依靠拓扑

信息,便可判断杆系结构的自应力模态存在情况,
即杆系结构拓扑找力分析.

５　结　论

本文系统地研究了杆系结构线性图表示的方

法,推导了平衡矩阵的新形式,即关联矩阵形式的

平衡矩阵CT,得到结论如下.
(１)杆系结构的线性图表示有多种类型,都可

表示其拓扑信息,其中线性图表示存在的回路越

少,相应的平衡矩阵CT 形式越简单,越便于拓扑

找力分析.
(２)平衡矩阵A 可以应用于杆系结构的线性

找力分析,平衡矩阵CT 可以应用于杆系结构的拓

扑找力分析.
(３)平衡矩阵CT 的零空间非空,则该拓扑几

何信息条件下,一定存在具有自应力模态的杆系结

构.

参考文献(References):
[１]　GuptaB．Graphtheory[J]．Internationaljournalof

applied research oninformationtechnology and

computing,２０２１,１２(１Ｇ３):３１Ｇ４５．
[２] PavlopoulosGA ,SecrierM ,MoschopoulosCN ,et

al．Usinggraphtheorytoanalyzebiologicalnetworks
[J]．BioDataMining,２０１１,４:１０．

[３] 哈尔滨船舶工程学院电工教研室．网 络 分 析 导 论

[M]．北京:国防工业出版社,１９８６．(ElectricalEngiＧ

neeringTeachingandResearchOfficeofHarbinInＧ

stituteofShipEngineering．IntroductiontoNetwork

Analysis[M]．Beijing:National DefenseIndustry

Press,１９８６．(inChinese))

[４] KronG．Tensorialanalysisandequivalentcircuitsof

elasticstructures[J]．JournaloftheFranklinInstiＧ

tute,１９４４,２３８(６):３９９Ｇ４４２．
[５] ShaiO,PreissK．GraphtheoryrepresentationsofenＧ

gineeringsystemsandtheirembeddedknowledge[J]．

ArtificialIntelligenceinEngineering,１９９９,１３(３):

２７３Ｇ２８５

[６] ShaiO．Transformingengineeringproblemsthrough

graphrepresentations[J]．AdvancedEngineeringInＧ

formatics,２００３,１７(２):７７Ｇ９３．
[７] KavehA．ApplicationsofTopologyandMatroidTheＧ

orytotheAnalysisofStructures[D]．ImperialCoＧ

llege,１９７４
[８] KavehA．Improved cycle basesfortheflexibility

analysisofstructures[J]．ComputerMethodsinApplied

MechanicsandEngineering,１９７６,９(３):２６７Ｇ２７２．
[９] PellegrinoS．StructuralcomputationswiththesinguＧ

larvaluedecompositionoftheequilibriummatrix[J]．

InternationalJournalof Solidsand Structures,

１９９３,３０(２１):３０２５Ｇ３０３５．
[１０]陈　耀,冯　健,夏仕洋．基于群集理论的高阶对称结

构可动性判定[J]．计算力学学报,２０１２,２９(５):６６８Ｇ

６７４．(CHENYao,FENGJian,XIAShiＧyang．MobiliＧ

tyofhighlysymmetricstructuresbasedongroup

theory[J]．ChineseJournalof Computational MeＧ

chanics,２０１２,２９(５):６６８Ｇ６７４．(inChinese))

[１１]张志宏,张明山,董石麟．弦支穹顶结构动力分析[J]．
计算力学学报,２００５,２２(６):６４６Ｇ６５０．(ZHANGZhiＧ

hong,ZHANG MingＧshan,DONG ShiＧlin．Dynamic

analysisofsuspendＧdome[J]．ChineseJournalof

ComputationalMechanics,２００５,２２(６):６４６Ｇ６５０．(in

Chinese))

[１２]张志宏,董石麟．线性找力分析中的对称性问题[J]．
空间结 构,２０２０,２６(１):５９Ｇ６２．(ZHANGZhiＧhong,

DONG ShiＧlin．Symmetryproblem oflinearforceＧ

findinganalysis[J]．SpatialStructures,２０２０,２６(１):

５９Ｇ６２．(inChinese))

[１３]Tran H C,LeeJ．FormＧfindingoftensegritystrucＧ

turesusingdoublesingularvaluedecomposition[J]．

EngineeringwithComputers,２０１３,２９(１):７１Ｇ８６．
[１４]WangYF,XuX,LuoYZ．FormＧfindingoftensegrity

structuresviarankminimizationofforcedensitymatrix
[J]．EngineeringStructures,２０２１,２２７:１１１４１９．

[１５]WangYF,XuX,LuoYZ．Aunifyingframeworkfor

formＧfindingandtopologyＧfindingoftensegritystrucＧ

tures[J]．Computers & Structures,２０２１,２４７:

１０６４８６．
[１６]ChenY,YanJY,FengJ,etal．Ahybridsymmetry–

PSOapproachtofindingtheselfＧequilibriumconfiguＧ

rationsofprestressablepinＧjointedassemblies[J]．

ActaMechanica,２０２０,２３１(４):１４８５Ｇ１５０１．

８２１１ 计 算 力 学 学 报 　第４１卷　



Topologicalforcefindinganalysisofbarstructure

ZHANGZhiＧhong∗ ,　 ZHAOKai
(DepartmentofCivilEngineering,CollegeofCivilEngineering,ShanghaiNormalUniversity,Shanghai２０１４１８,China)

Abstract:Firstly,thepaperstudiedvarioustypesoflineargraphrepresentationsofabarＧtypestructure．
Secondly,theincidencematrixisintroducedtoassembletheequilibrium matrix,andanewform of
equilibrium matrixindependentofthespecificshapegeometryofthestructureisderived．Theconceptof
topologicalforcefindinganalysisisproposedbasedonthisform ofequilibrium matrix．Finally,the
equilibriummatricesandtheirnullspacesindifferentcasesofabarＧtypestructurearecompared．The
correctnessandapplicabilityoflineargraphrepresentationandtopologicalforcefindingforvarioustypes
ofbarstructuresarefurtherverified．

Keywords:barstructure;lineargraphs;equilibriummatrices;topologicalforcefinding
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SimulationofcomplexflowofmultiＧdropletimpingement
onafreesurfacebyδＧSPHmethod

ZHENGChunＧyao１,２,　ZHOUYuan３,　ZHANGLin∗１

(１􀆰StateKeyLaboratoryofMesoscienceandEngineering,InstituteofProcessEngineering,

ChineseAcademyofSciences,Beijing１００１９０;

２􀆰SchoolofChemicalEngineering,UniversityofChineseAcademyofSciences,Beijing１０００４９;

３􀆰ProcessSimulation& CalculationCenter,PetrochemicalResearchInstitute,Beijing１０２２０６)

Abstract:BasedontheδＧSPH method,themultiＧdropletimpingementonafreesurfaceissimulatedand
analyzed􀆰First,byaddingadensitydissipationterm andanartificialviscousterminthegoverning
equations,thespuriousnumericaloscillationsinpressurecanberemovedandthestabilityofthe
numericalschemeisensured􀆰Then,theimpactofasingledropletonafreesurfaceissimulated,andthe
reliabilityoftheδＧSPH methodisverifiedbycomparisonwiththeresultsreportedintheliterature．
Finally,twodropletswithavertical/horizontaldistribution,fourdroplet’switharhombusdistribution,

whichimpingeonafreesurface,aresimulated,andtheeffectsofthedropletvertical/horizontaltravel．on
theimpactstructureareanalyzed􀆰Thenumericalresultsshowthat:theδＧSPH methodcanexactly
capturethestrongＧnonlinearityphenomenasuchassplashing,largeＧamplitudesloshinganddiscontinuous
freesurfacewhenmultiＧdropletsimpingeonafreesurface,andasmoothpressurefieldisalsoobtained􀆰

Keywords:meshlessmethod;δＧSPH;dropletimpact;freesurface;complexflow
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