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摘　要:在有限元方法的框架下针对三维裂纹扩展问题发展了自适应虚拟节点法.该方法采用无需裂尖加强函

数(和相应的额外自由度)的虚拟节点技术描述裂纹处的间断,并采用单元局部水平集方法对三维裂纹面进行几

何描述和追踪.为加速计算,提出了随裂纹面扩展的自适应网格加密方法.局部细化网格产生的悬空节点由简

便的约束近似技术处理,无需引入额外自由度或特殊单元.发展的自适应虚拟节点法便于数值实现,具有与标准

有限元方法相当的鲁棒性.数值结果表明,该方法可有效模拟三维裂纹扩展过程,且能方便地应用于复杂工程结

构的多裂纹扩展问题.
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１　引 言

扩展有限元法[１,２](XFEM)是目前模拟裂纹扩

展的主要数值方法之一.该方法在标准有限元方

法位移模式的基础上,引入描述裂纹尖端奇异性的

加强函数[１]和描述裂纹间断的 Heaviside函数[２],
实现了对裂纹扩展过程的精确模拟.XFEM 的优

势在于裂纹几何完全独立于计算网格,无需网格重

构即可对复杂裂纹进行高精度计算.该方法一经

提出便引发了广泛关注,发展至今已成功应用于各

类非连续问题,如疲劳裂纹[３]、复合材料断裂[４]、流
固耦合[５]和内部缺陷[６]等.

然而,XFEM 也存在弊端.加强函数的引入

可有效提高裂纹问题的计算精度,但会导致复杂的

近似函数以及混合单元的产生,从而增加数值实现

的难度[７,８].此外,引入加强函数时需添加相应的

额外自由度,这会导致计算规模的增加.更为严重

的是,加强函数的引入会造成线性相关问题,即使

XFEM 仅需局部进行插值加强,仍会导致总体刚

度阵条件数激增甚至严重病态[９].在迭代求解准

静态问题时,线性方程组收敛缓慢甚至无法收敛,
这严重限制了 XFEM 在大规模工程问 题 中 的

应用[１０].
由于上述缺陷,Song等[１１]提出了适用于模拟

复杂工 程 裂 纹 的 虚 拟 节 点 法.该 方 法 舍 弃 了

XFEM 中裂纹尖端的加强函数及额外自由度,并
使用两个含有虚拟节点的重叠单元来描述裂纹间

断.对已有的标准有限元程序稍做修改即可实现

虚拟节点法,不仅保留了有限元方法的鲁棒性,同
时可独立于计算网格对裂纹进行描述.基于这一

优势,该方法广泛应用于各种工程问题的分析.

Xin等[１２]使用虚拟节点法对金属结构的裂纹萌生

进行了预测,并根据数值结果对疲劳寿命进行评

估.Wang等[１３]将该方法应用于复合材料层合板

损伤失效过程的建模与研究.Yang等[１４]采用虚

拟节点法对热循环载荷下的芯片边角处的裂纹进

行模拟研究,成功捕捉裂纹尖端的应力集中现象.

Mororó等[１５]将该方法用于描述损伤演化过程中

的内聚力与位移间断并取得了优异的成果.
由于虚拟节点法舍弃了描述裂尖奇异性的加

强函数,因此需要较密的网格以保证计算精度,对
于三维裂纹问题会导致过大的计算规模和计算量.
为此,本文将自适应网格加密技术引入进来,发展

三维裂纹扩展问题的自适应虚拟节点法.该方法



仅在裂纹面周边加密网格,因而可有效降低计算规

模和节省计算量.对于网格局部加密产生的悬空

节点,采用约束近似技术[１６,１７]处理,无需引入特殊

单元.三维裂纹面的几何描述和追踪采用 Duan
等[１８]提出的单元局部水平集方法.这些都将在后

文中作简要阐述,并采用数值算例对本文提出的三

维裂纹模拟方法进行验证.

２　控制方程及离散化

考虑如图１所示的含裂纹三维弹性体,其静力

平衡方程及边界条件可写为

Ñ􀅰σ＋b＝０　in　Ω/Γc (１)

σ􀅰n＝t－　on　Γt

u＝u－　on　Γu

σ􀅰n＝０　on　Γc

(２)

式中σ和b分别为 Cauchy应力和体力,n为边界

单位外法线,u－ 和t－ 分别为边界Γu 和Γt 上的固定

位移和牵引力,Γc 表示裂纹面.式(１,２)的离散化

方程可写为

Ku＝P (３)
式中u为节点位移,K 为刚度阵,P 为节点外力载

荷向量.K 和P 分别表示为

K＝∫Ω
BTDBdΩ (４)

P＝∫Ω
NTbdΩ＋∫Γt

NTt－dΓt (５)

式中 N 为有限元形函数,D 为弹性矩阵,B 为应变

矩阵.

图１　含裂纹三维弹性体

Fig􀆰１　ThreeＧdimensionalelasticbodywithacrack

３　虚拟节点法

虚拟节点法将单元分为完整单元和完全断裂

单元,并使用两个含有虚拟节点的重叠单元来代替

完全断裂单元[１１].因此不连续的位移可近似表示为

u(x)＝∑
I∈S１

u１
INI(x)H(－f(x))＋

∑
I∈S２

u２
INI(x)H(f(x))

(６)

式中S１和S２为图２所示的两个由真实节点和虚

拟节点组成的重叠单元,NI 为节点有限元形函数

矩阵.H(x)为 Heaviside函数,u１
I 和u２

I 分别为重

叠单元S１和S２的节点值,可表示为

H(x)＝
１　(x≥０)

０　(x＜０){ (７)

u１
I ＝

uI (f(xI)＜０)

uI－qI
(f(xI)≥０){

u２
I ＝

uI＋qI
(f(xI)＜０)

uI (f(xI)≥０){
(８)

断裂单元上的数值积分可转化为有效体积的比值,
即式(４,５)可表示为

KS１/S２ ＝V１/２

V０∫Ω
BTDBdΩ (９)

PS１ ＝V１

V０∫Ω
NTbdΩ＋∫Γt

H(－f(x))NTt－dΓt

PS２ ＝V２

V０∫Ω
NTbdΩ＋∫Γt

H(f(x))NTt－dΓt

(１０)

式中V１和V２分别为单元S１和S２的有效体积(图

２中的蓝色区域),V０为原始单元的体积且V０＝
V１＋V２.由式(９,１０)可以看出,虚拟节点法可在

标准有限元程序的基础上轻松实现.

图２　断裂单元的分解及节点分布(蓝色区域为有效体积)
Fig􀆰２　Decompositionofacrackedelementandthedistribution

ofnodes(thebluepartsaretheactivevolumes)

４　裂纹面的几何描述和追踪

Duan等[１８]提出的单元局部水平集方法在最

小二乘意义下,尽可能地同时满足三维裂纹面的连

续性与垂直性(即断裂准则得到的法向量垂直于裂

纹面).该方法在单元e中定义单元局部水平集函

数fe(x),且fe(x)＝０定义了该单元内的裂纹面.
采用节点形函数NI 可将其改写为

∑
I∈e

NI(x)fe
I＝０ (１１)
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式中fe
I 为单元局部水平集函数fe(x)的节点值.

该裂纹面的法向量可表示为

ne(fe
I)＝∂fe(x)

∂x ＝∑
I∈e

∂NI(x)
∂x fe

I (１２)

在此基础上定义函数J(fe
I)并对其极小化,即可获

得fe
I,该函数定义为

J(fe
I)＝∫Ωe

‖Ne－ne(fe
I)‖２dΩe＋

　　　 ∑
I∈Se
∫Ωe

wI
fe

I－f
－

I

he

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

dΩe

(１３)

式中 Ne 为断裂准则求得的裂纹面法向量,Se 为单

元e 中与相邻断裂单元共享的节点的集合,he 为

该单元的最小棱长,wI 为控制裂纹面在节点I 处

间断量的人为参数,f
－

I 为节点I 的平均单元局部

水平集值,即

f
－

I＝１
nI

∑
nI

k＝１
fk

I (１４)

式中nI
为与单元e 共享节点I 的断裂单元个数.

将式(１２)代入式(１３),极小化后可得到

(K＋W)fe＝p＋p－ (１５)
其中

KIJ ＝∫Ωe
∂NI(x)

∂x
􀅰∂NJ(x)

∂x dΩe (１６)

W ＝diag W１,W２,W３,W４{ }

WI＝∫Ωe
wI

h２
e
dΩe (I∈Se)

０ 　　 (otherwise)

ì

î

í

ïï

ïï

(１７)

fe ＝ fe
１,fe

２,fe
３,fe

４{ } (１８)

pI ＝∫Ωe
∂NI(x)

∂x
􀅰NedΩe (１９)

p－I＝∫Ωe
wIf

－
I

h２
e

dΩe (I∈Se)

０ 　 (otherwise)

ì

î

í

ïï

ïï
(２０)

５　网格自适应加密

将单元的加密次数称为单元等级,初始单元的

等级为０,图３给出了加密过程及单元等级.单元

等级i对应的加密半径定义为

Ri ＝ h
２Lmax

×(m＋２Lmax－i＋１－２) (２１)

式中 h 为初始单元的平均特征尺寸,Lmax为最大

单元等级,人工参数 m 为等级为Lmax的单元层数.
本文采用约束近似法来处理相邻单元的等级

不同时产生的悬空节点.该方法理论简单且易于

实现,仅需将悬空节点的自由度与节点形函数平均

分配给其关联的真实节点即可.

图３　网格加密过程及单元等级

Fig􀆰３　Meshrefinementprocessandelementlevels

图４　局部网格及节点分布

Fig􀆰４　Localmeshanddistributionofnodes

考虑如图４所示的局部网格及节点分布.单

元 G 包含悬空节点４,５和８,其位移可由关联真

实节点线性插值得到,即

u４ ＝１
２

(u１＋u９)u５ ＝１
２

(u１＋u１１)

u８ ＝１
４

(u１＋u９＋u１０＋u１１)
(２２)

单元G 的位移场可表示为

u(x)＝∑
I∈S

N
－
IuI　(S＝ １,２,３,６,７,９,１０,１１{ })(２３)

式中 N
－

I 为该单元的新有限元形函数且可表示为

N
－

I＝NI　(I＝２,３,６,７)

N
－

１ ＝N１＋１
２

(N４＋N５)＋１
４N８,N

－
１０＝１

４N８

N
－

９ ＝１
２N４＋１

４N８,N
－

１１＝１
２N５＋１

４N８

(２４)

　　相应地,在组装刚度阵及节点载荷向量的过程

中,悬空节点的对应项也分配给关联的真实节点,
保留了标准有限元方法的插值和数值积分.因此,
本文提出方法具有和标准有限元方法相当的鲁棒

性,这对于处理复杂工程裂纹十分重要.

６　数值算例

采用三个算例考察本文发展的自适应虚拟节

点法的准确性、计算效率以及处理复杂工程结构裂

纹的能力.

６􀆰１单边裂纹板

该算例的几何尺寸与边界条件如图５所示,位
移加载u－ 的增量为Δu－ ＝１×１０－２mm.材料属性为
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杨氏模量E＝１０MPa,泊松比υ＝０􀆰３.分别采用

自适应网格加密和局部网格预加密方法来计算.
图６给出了局部预加密与最终的自适应网格.两

种方法的对比列入表１.相较于局部预加密网格,
本文方法在计算效率上的优势显著.对于无法预

测裂纹萌生和扩展路径,从而不能局部预加密网格

的复杂实际工程结构,自适应虚拟节点法将会展现

更为明显的优势.

图５　单边裂纹板

Fig􀆰５　SingleＧcrackedplate

图６　单边裂纹板算例

Fig􀆰６　SingleＧcrackedplateexample

表１　自适应网格与局部预加密网格的

数值性能对比

Tab．１　Comparisonofthenumericalperformance
oftheadaptivemeshagainstlocallypreＧ

refinedmesh
节点数 单元数 计算时间/s

局部预加密网格 ８３０７ ５４３２ ２５４００􀆰７４
自适应网格 ６７８９ ５０００ ５６０４􀆰３８

６􀆰２　L型板[１９]

图７(a)给出了 L型板的几何构型及边界条

件,初始网格如图７(b)所示.右端位移加载的增

量为Δu－ ＝５×１０－３mm,杨氏模量E＝２５􀆰８５GPa,
泊松比υ＝０􀆰１８.图８给出了网格随裂纹扩展的

变化过程以及最终的裂纹路径.裂纹路径和载荷Ｇ
位移曲线与实验结果的对比如图９所示.

图７　L型板算例

Fig􀆰７　LＧshapedpanelexample

图８　不同载荷u－作用下的网格及裂纹路径

Fig􀆰８　Meshesandcrackpathatdifferentloadu－

图９　数值结果与实验研究[１９]的对比

Fig􀆰９　Comparisonofthenumericalresultswiththe
experimentalstudy[１９]

６􀆰３　涡轮盘

该算例采用涡轮盘模型考察本文方法处理复

杂工程问题的表现.由于对称性,仅取涡轮盘的一

半进行分析,如图１０(a)所示.简单起见,仅保留

离心力作为载荷,并在Z＝０平面施加对称边界条

件.材料参数为杨氏模量E＝２１０GPa,泊松比υ＝
０􀆰３.

３１１１　第６期 冯泽洋,等:三维裂纹扩展的自适应虚拟节点法



图１０　涡轮盘算例(图片源自网络[２０])
Fig􀆰１０　Turbinediskexample(thepictureoriginates

fromtheinternet[２０])

图１１　涡轮盘裂纹路径及计算网格

Fig􀆰１１　Computationalmeshandcrackpathsoftheturbinedisk

图１２　涡轮盘的裂纹面

Fig􀆰１２　Cracksurfacesoftheturbinedisk

涡轮盘裂纹沿径向扩展及网格细化的过程如图１１
所示,这与图１０(b)中实际的径向断裂情况相符.图１２
展示了本文方法得到的裂纹面,在一定程度上验证了发

展的方法处理复杂工程结构断裂问题的能力.

７　结　论

本文建立了三维裂纹扩展模拟的自适应虚拟

节点法.数值结果表明,本文方法不仅可以获得准

确的三维裂纹面、裂纹路径和载荷Ｇ位移响应,而且

展现出优于标准虚拟节点法的计算效率.值得强

调的是,本文方法仅采用标准有限元方法的形函

数,方法易于实现且鲁棒性强,对于复杂的实际工

程结构断裂问题具有良好的潜在应用价值.
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AdaptivephantomnodemethodforthreeＧdimensionalcrackpropagation

FENGZeＧyang,　DUANQingＧlin∗ ,　CHENSongＧtao
(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysis,OptimizationandCAESoftwareforIndustrialEquipment,

DalianUniversityofTechnology,Dalian１１６０２４,China)

Abstract:Inthispaper,anadaptivephantomnodemethodisdevelopedintheframeworkofthefinite
elementmethod(FEM),aimingatthreeＧdimensionalcrackpropagation．Theproposedmethoddescribes
thediscontinuityatcracksbythetechniqueofphantomnodes,andthecracktipenrichmentfunctions
(andthecorrespondingextradegreesoffreedom)arenotneeded．Thegeometricaldescriptionand
trackingoftheextendingthreeＧdimensionalcracksurfacesaretreatedbytheelementＧlocallevelset
method．Toacceleratethecomputation,adaptivemeshrefinementalongwithcracksurfaceextensionis
proposed．Thehangingnodespresentinthelocallyrefinedmeshistreatedbythesimpletechniqueof
constrainedapproximation,andnoextradegreesoffreedomorspecialelementsareinvolved．Numerical
implementationofthepresentedadaptivephantom node methodisconvenientanditsrobustnessis
comparabletothestandardFEM．Numericalresultsshowthattheproposedmethodisabletosimulate
threeＧdimensionalcrack propagationanditcan beconvenientlyappliedto model multiplecracks
propagatingincomplexengineeringstructures．

Keywords:crackpropagation;adaptivemeshrefinement;phantomnodemethod;extendedfiniteelement
method;threeＧdimensionalcracks
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