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摘　要:建立一种分析多复合材料平面切口尖端热流密度奇异性的有效方法,再将奇性特征分析结果与有限元法

相结合,确定多复合材料切口尖端热学奇异物理场.首先,基于切口尖端物理场的 Williams级数展开式,推导多

复合材料切口的热传导奇性特征方程,数值求解此特征方程后获得切口尖端物理场渐近展开式的奇性指数、特征

角函数及其各阶导数.其次,利用稀疏有限元网格初步计算切口尖端附近的温变场,将有限元计算结果与奇性特

征分析结果相结合,构建超定方程组,计算切口尖端邻域的物理场渐近展开式的幅值系数,进而确定切口尖端邻

域的温变场和奇异热流密度.本文方法基于稀疏网格有限元计算结果,获得多复合材料切口尖端较高精度的奇

异物理场,摆脱常规有限元法在计算切口尖端奇异场时对稠密网格的依赖,提高计算效率.
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１　引 言

复合材料在各个领域中得到广泛应用,如在航

天航空领域中,复合材料是飞机制造的重要力学结

构材料[１].切口普遍存在于各类复合材料结构当

中.由于切口处的几何形状突变,热通量等受到干

扰而产生不均匀性,导致热流、应力等物理量在切

口尖端处产生严重的奇异性[２Ｇ３].这使得切口尖端

处容易萌生裂纹,大大降低结构的强度,甚至造成

结构失效.切口尖端处的奇异性指数、奇异物理场

是预测切口断裂行为的重要参数,因此获取并研究

切口尖端邻域的奇性特征和奇异物理场具有重要

意义.
切口结构因受到热荷载作用而发生断裂的问

题是结构安全评估的重要内容.裂纹相对于切口

而言,由于张开角为零的特点能给对裂纹的研究带

来一些便利,裂纹尖端的热传导、热断裂问题受更

多学者关注[４Ｇ８].切口尖端处的奇异物理场相对而

言更为复杂.Svolos等[９]利用相场断裂法分析了

单一各向同性材料切口尖端附近的热传导问题.

Sun等[１０]将近场动力学和有限元相结合提出了一

种新方法,分析了单材料切口在机械荷载和热荷载

作用下切口尖端处裂纹萌生与裂纹扩展行为.基

于特征函数展开法,Penado[１１]给出了热荷载作用

下双正交各向异性材料切口尖端处的位移场和奇

异应力场.周震寰等[１２]基于哈密顿法对多材料界

面 V型切口在弯曲时尖端处的应力奇异性进行了

研究,并引入了新定义的广义应力强度因子对切口

断裂行为进行评估.由于结构的复杂性,往往难以

获得多材料切口等粘接结构奇异物理场的解析解.
碍于切口或裂纹尖端处的奇异性,常规数值方法也

难以模拟切口或裂纹尖端邻域高梯度变化的物理

场,为此,不少学者尝试在尖端处开发能反映奇异

性的特殊奇异单元[１３Ｇ１４].但鉴于多材料切口或裂

纹尖端奇异性的复杂性,目前较难将在切口尖端设

置奇异单元的想法应用于多材料切口结构.针对

多复合材料 V 形切口奇异性分析问题,以往的文

献多基于各向异性弹性Stroh格式和传递矩阵的

概念[１５].
本文提出一种结合多复合材料奇性特征分析



与有限元分析的半解析方法,致力于计算多复合材

料 V 型切口尖端各阶广义热流强度因子,确定切

口尖端邻域的温变场和奇异热流密度.该方法基

于远离切口尖端温变场的有限元计算结果,因而无

需在切口尖端附近划分稠密的网格或设置特殊的

奇异单元.

２　切口尖端热流密度奇异特征分析

本文将研究由 M 种复合材料粘结构成的 V
型切口结构,如图１所示.Ωm(m＝１,２,,M)表
示第m 个子区域;相邻的两个子域结合形成的材

料界面记为Γm;Γ０ 和ΓM 是切口端面.以切口尖

端为原点建立笛卡尔直角坐标系oxy 和极坐标

系orθ.

图１　多材料 V型切口

Fig．１　SchematicofamultiＧmaterialVＧnotch

在复合材料的材料主轴系下,热流密度q与温

变值T 的关系可表示为
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式中x１ 和x２ 为复合材料的主轴方向,[κ(m)]为材

料主轴方向上的热传导系数.根据坐标变换关系,
式(１)可改写为在极坐标系orθ下的等式,
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式中qr 和qθ 分别为沿径向和周向的热流密度分

量;[κ－(m)]与[κ(m)]的转换关系为

[κ－(m)]＝[C][κ(m)][C]T (３)
式中

[C]＝
cosθ sinθ
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　　多材料切口尖端邻域各子域的温变值可用

Williams级数展开式表达[１６],即

T＝∑
N

k＝１
AkrλkT

~
k(λk,θ) (５)

式中r为距切口尖端奇异点的径向距离,N 为截

取的级数项数,Ak 为幅值系数,也称为广义热流密

度强度因子,λk 为反映切口尖端热流密度奇异性

的奇性指数,T
~

k(λk,θ)是与λk 相对应的温变值的

特征角函数.
若考虑无热源的稳态热传导问题,在切口各个

子域内应满足如下Fourier稳态热传导方程

∂qr

∂r ＋１
r

∂qθ

∂θ ＋
qr

r ＝０ (６)

将式(５)代入式(２),再将热流密度分量代入式(６),
可得多材料 V型切口平面问题的热流奇性特征分

析的特征方程组
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式中 ()′和()″分别表示对坐标θ的一阶导数

和二阶导数.
将切口 的 端 面 Γ０ 和 ΓM 处 的 边 界 条 件 考

虑为绝热,并假设各个子域在界面处理想结合.所

以,切口端面边界条件和材料界面连续条件可表

示为
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　　考虑到切口尖端温变值的级数展开式(５)和式

(２)的热流密度分量,式(８)的边界条件和连续条件

可以改写为关于奇性指数和特征角函数的方程
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　　至此,静态多材料平面切口热流奇性特征分析

问题转化为求解一组特征方程组在边界条件下的

特征值问题.利用插值矩阵法[１７]进行数值求解特

征方程后,可获得特征值λk 和特征角函数T
~
k(θ).
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３　切口尖端广义热流密度

强度因子计算

　　由式(５),切口尖端附近的温变值可写成矩阵

形式

{T}n×１＝[D]n×２N AT{ }２N×１ (１０)
式中 矩阵[D]n×２N 是包含各阶奇性指数和相应特

征角函数的系数矩阵,其可由第２节的奇性特征分

析确定.
利用有限元法模拟分析含有 V 型切口的结构

后,可获得距离切口尖端一定距离的n个节点的温

变值 T{ }n×１.至此,式(１０)的 T{ }n×１和[D]n×２N 均

为已知量,AT{ }２N×１为未知量.当n＞２N 时,方
程组(１０)的方程数大于未知量个数,方程组成为超

定方程.根据最小二乘法,超定方程式(１０)存在超

定解

{AT}＝([D]T[D])－１ [D]T{T} (１１)

　　当广义热流密度强度因子Ak 确定后,V 型切

口尖端邻域的温变场和热流密度分量可分别由式

(５)和式(２)确定.

４　算例与结果分析

４．１　双复合材料V型切口

本算例以图２所示的双复合材料 V 型切口结

构为对象,分析切口的奇性特征,计算广义热流强

度因子,验证本文方法的有效性.子域Ω１ 中的材

料考虑为某种正交各向异性材料,热传导系数设为

κ(１)
１ ＝１０W/m/K、κ(１)

２ ＝１５W/m/K.子域Ω２ 的材

料热传导系数满足关系κ(２)
１ /κ(１)

１ ＝κ(２)
２ /κ(１)

２ .材料

主轴x１ 绕垂直于xy平面的z 轴由x 轴正方向向

y 轴正方向旋转的角度记为φ.

图２　双复合材料 V型切口

Fig．２　Anotchconsistedoftwoorthotropicmaterials

表１　双正交各向异性材料切口热流密度奇性指数

Tab．１　Heatfluxsingularityordersforan
orthotropicbiＧmaterialnotch

θ２/(o) Methods
κ(２)

１
/κ(１)

１

１ ５ １０

９０
Present －１．０００００ －１．０００００ －１．０００００

Ref．[１８] －１．０００００ / /

１０５
Present －０．１６７９６ －０．１６７９６ －０．１６７９６

Ref．[１８] －０．１６７９６ / /

１２０
Present －０．２８１５２ －０．２８１５２ －０．２８１５２

Ref．[１８] －０．２８１５２ / /

１３５
Present －０．３６０６５ －０．３６０６５ －０．３６０６５

Ref．[１８] －０．３６０６５ / /

１５０
Present －０．４１８４６ －０．４１８４６ －０．４１８４６

Ref．[１８] －０．４１８４６ / /

１６５
Present －０．４６３２０ －０．４６３２０ －０．４６３２０

Ref．[１８] －０．４６３２０ / /

１８０
Present －０．５００００ －０．５００００ －０．５００００

Ref．[１８] －０．５００００ / /

表１列出了双复合材料 V型切口的热流密度

奇性指数,其中θ２ ＝－θ１,φ＝０.由式(２,５)可知,
当奇性指数λk－１大于－１０而小于０时热流密

度发生奇异.因此,表１只列出了在[－１,０]区间

内的奇性指数.Mantič等[１８]给出了单材料 V 型

切口的热流密度奇性指数的解析表达式.由表１
可以看到,本文的计算结果与文献[１８]的结果能很

好吻合.同时,表１的计算结果显示,当θ２ ＝－θ１

时,双材料切口的热流密度奇性指数不受两种材料

的参数比值κ(２)
１ /κ(１)

１ 影响.通过观察图３也可以

发现,当θ２ ＝１６５o(θ２ ＝－θ１)时,切口的热流密度

奇性指数不随κ(２)
１ /κ(１)

１ 变化而改变.但当θ２ ＜
１６５o 时,两种材料的参数差异越大,双材料切口的热

流密度奇性指数越小,奇异性越强;当θ２＞１６５o,奇异

性随κ(２)
１ /κ(１)

１ 的变化趋势与前者相反.

图３　热流密度奇性指数随双复合材料平面切口角度的变化

Fig．３　Variationofsingularityordersasafunctionofthenotch
angleθ２inthecaseofanorthotropicbiＧmaterialVＧnotch
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材料主轴方向对双复合材料 V 型切口热流密

度奇异性的影响如图４所示.从图４可以看出,复
合材料的主轴方向对不同的双材料切口尖端的热

流密度奇异性的影响有所不同.

图４　材料主轴对双复合材料切口的热流密度奇性指数的影响

Fig．４　Variationsofsingularityordersasafunctionofthe
materialorientationangleφforanorthotropicbiＧmaterialnotch

图５　双材料切口热流奇性特征角函数

Fig．５　CharacteristicangularfunctionsforabiＧmaterialnotch

图５给出了当θ２ ＝－θ１ ＝１５０o 时,双复合材料

切口的第一阶热流密度奇性指数对应的特征角函

数及其一阶导数.
将切口的热流密度奇性指数和特征角函数与

有限元法的初步结果相结合,利用本文的超定法计

算切口尖端的温变场级数表达式的各阶幅值系数

Ak 和热流密度分量.本文采用有限元商业软件

Ansys１７２对图２所示的结构按两种形式划分平

面八节点单元,除了对距离切口尖端r≤１４mm
的扇形区域按如图６所示类型A 和类型B 划分单

元外,切口结构的其他区域网格划分基本相同.其

中,结构的参数考虑为 W ＝１０ mm,H ＝２ W、

d/W ＝０．５,Tup＝１００K,Tdown＝０K.
选取网格类型A 模型中距离切口尖端r０ 的

一圈节点的有限元计算结果T 代入式(１１),获得

幅值系数Ak.从图７可以发现,幅值系数的计算

结果受选取节点与切口尖端距离r０ 的影响不大.
在获得幅值系数后,可计算切口尖端邻域的热流密

度分量.如图８所示,将本文获得的切口尖端附近

的热流密度分量与按网格类型B 划分网格的有限

元模型计算结果进行对照.可以看出,即使在切口

尖端附近只划分了较少单元,利用本文方法获得的

奇异热流密度分量与精细网格有限元模型的计算

结果能很好地吻合,且本文结果可进一步表达离切

口尖端更近区域的热流密度.

图６　切口尖端附近有限元网格

Fig．６　Illustrationoffiniteelementmeshnearthenotchtip

图７　节点距离r０ 对幅值系数计算结果的影响

Fig．７　Effectofthedistancer０onthecalculation
resultsofamplitudecoefficients

图８　双材料切口尖端的热流密度(线条)
与有限元结果(符号)对比

Fig．８　Comparisonofheatfluxcomponentscalculatedbythe
presentmethod(lines)withthosefromFEM (symbols)
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４．２　三材料V型切口

由三种各向异性材料构成的 V 型切口结构如

图９所示.三个子域Ωm(m＝１,２,３)中的材料属

性参数列入表２[１９Ｇ２０].

图９　由三种各向异性材料构成的 V型切口

Fig．９　Anotchmadeofthreegenerallyanisotropicmaterials

表２　三种环氧树脂复合材料的属性参数

Tab．２　Materialpropertiesofthreekindsof
graphiteＧepoxycomposites

Properties Material１ Material２ Material３

κ１[W/(mK)] ４０．００ １０．００ ０．９３

κ２[W/(mK)] ２０．７０ １５．００ ０．５４

从图１０(a)可以看出,如图９所示的三复合材

料切口的热流密度奇性指数随θ４ 增大而减小,即
切口张开角１８０°－θ４ 越小,热流密度奇异性越强,
裂纹(θ４ ＝１８０°)的奇异性达到最强.同时,材料的

主轴方向对切口尖端的热流密度奇异性有不可忽

视的影响,如图１０(b)所示.

　　考虑图９结构的参数为W ＝１０mm,H ＝２W,

d/W ＝０５,θ４ ＝１３５°,φ＝０°.在切口尖端附近划

分稀疏的网格,并由有限元法获得节点的温变值,
再利用本文的超定法获得多材料切口尖端渐近展

开式的各阶幅值系数Ak.前４阶热流密度奇性指

数和相应的幅值系数计算结果列入表３.

表３　三复合材料切口的前４阶热流密度奇性指数

和相应的幅值系数

Tab．３　Firstfoursingularityordersλkand
amplitudecoefficientsofatriＧmaterialnotch
k １ ２ ３ ４

λk ０．７３９４５ １．２３７０７ １．９７７９５ ２．３７３７３

Ak １．１８４８４ ０．２９８１１ ０．０１４５１ ０．２０３３４

　　获得展开式的幅值系数后,可由 Williams级

数确定多复合材料切口尖端的温变场和热流密度

分量.图１１给出了本文结果与精密网格有限元计

图１０　切口角度θ４ 和材料主轴对三材料切口热流密度

奇异性的影响

Fig．１０　Effectofthenotchangleθ４andthematerialorientation
angleφontheheatfluxsingularityofatriＧmaterialnotch

图１１　三复合材料切口尖端的温变值、热流密度
(线条)与有限元结果(符号)对比

Fig１１　Comparisonoftemperaturevariationandheatflux
componentscalculatedbythepresentmethod(Lines)with

thosefromFEM (Symbols)
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算结果之间的对比.可以看出,无论是温变场还是

热流密度,本文计算结果都能与以精细网格为基础

获得的有限元结果很好地吻合,这再次验证了本文

方法的有效性、准确性和高效性.

５　结　论

本文基于切口尖端奇性特征分析和温变值的

有限元计算结果,提出了一种计算多复合材料切口

尖端邻域温变场和奇异热流密度的数值方法.首

先,将切口尖端温变场按渐近级数展开,推导了多

复合材料切口奇性特征方程,获得了切口热流密度

奇性指数和相应的特征角函数及其导数.再者,通
过利用稀疏有限元网格计算出切口尖端附近节点

的温变值组建以幅值系数为未知量的超定方程组,
求得幅值系数.最后,将幅值系数回代入渐近展开

式,确定切口尖端邻域的温变场和奇异热流密度.
数值算例表明,本文方法适用于分析多复合材料切

口的奇异性;超定法的计算结果稳定,基于稀疏有

限元网格可达到精细网格有限元法的计算精度,达
到提高计算效率的效果.
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CalculationofsingularfieldnearthetipofamultiＧmaterialnotchunder
thermalloadwithanoverＧdeterminedmethod

YAOShanＧlong∗１,２,　ZHAOGuangＧpeng１,　ZHANGJian１,　ZHANGZhiＧmei３

(１．SchoolofCivilEngineeringandArchitecture,GuangxiUniversity,Nanning５３０００４,China;

２．ScientificResearchCenterofEngineeringMechanics,GuangxiUniversity,Nanning５３０００４,China;

３．HepuSecondaryVocationalandTechnicalSchool,Beihai５３６１００,China)

Abstract:Thisstudypresentsaneffectiveapproachforanalyzingthesingularityofheatfluxatthetipof
aplanenotchin multiＧcomposite materials．Byintegratingthefindingsofsingularitycharacteristics
analysiswiththefiniteelement method,thethermallysingularphysicalfieldatthenotchtipis
determined．Firstly,basedontheWilliamsseriesexpansionofthephysicalfieldnearthenotchtip,the
characteristicequationofthethermalconductionsingularityforthemultiＧcompositematerialnotchis
derived．Thesingularityorders,characteristicangularfunctions,andtheirrespectivederivativesforthe
asymptoticexpansionofthephysicalfieldatthenotchtipareobtainedbysolvingthecharacteristic
equationnumericallySecondly,usingasparsefiniteelementmesh,thetemperaturevariationfieldnear
thenotchtipisdetermined．Thefiniteelementresultsarethenintegrated withthesingularity
characteristicsanalysisresultsforconstructinganoverＧdeterminedsystem ofequationsThissystem
allowsforthecomputationoftheamplitudecoefficientsoftheasymptoticexpansionofthephysicalfield
nearthenotchtip,enablingthedeterminationofthetemperaturevariationfieldandthesingularheatflux
inthevicinityofthenotchtipTheproposedmethodleveragesthefiniteelementcomputationswitha
sparsemesh,whereashighＧprecisioncomputationalresultsareobtainedThepresentmethodovercomes
therelianceondensemeshesinconventionalfiniteelementmethodsforcomputingsingularfieldsat
notchtips,therebyenhancingcomputationalefficiency

Keywords:notch;multiＧcompositematerial;singularheatflux;overＧdeterminedequation
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