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摘　要:两相流的六方程模型是双曲非守恒型系统,并具有非平衡源项.基于密度的方程求解方法则包含了齐次

的双曲型方程求解以及非平衡源项的松弛过程.在齐次方程的求解中,Godunov型格式下的时间步长受到 CFL
数小于１的限制,计算效率不高.显式大时间步(LTS)格式是双曲守恒型方程的求解中突破 CFL数限制的重要

方法之一.在线性波的假设下,本文将通量差分裂(FDS)形式的 LTS格式推广到了非守恒型的两相流六方程模

型的求解中,提出了基于 HLLC型 Riemann求解器的LTS格式(LTSＧHLLC).研究表明,在两相明显分离的区

域,LTSＧHLLC格式下增大CFL数可以减小数值粘性,提升了对激波等间断的分辨率也更易产生振荡,这与双曲

守恒型方程中LTS格式的效果相同.但是在两相混合的区域,增大 CFL数会加大松弛过程的耗散,使得对间断

的分辨率反而降低.采用LTSＧHLLC格式提高CFL数可以有效降低计算消耗的CPU时间,提高计算效率.
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１　引 言

两相流动广泛存在于自然界与工程中,如发动

机中的燃油和空气的混合、跨介质运动、核工程中

的爆燃与爆轰(DDT)以及高压水流切割等.在不

可压缩或者弱可压缩流动下,基于压力的两相流求

解方法得到了广泛运用和发展[１].另一方面,BaＧ

erＧNunziato模型[２]是研究可压缩两相流的常用模

型,模型假设了两相均具有可压缩性,并且处于力

学、热力学和化学的非平衡状态.BaerＧNunziato
模型包含了分相的质量、动量和能量的守恒方程,
以及相体积分数方程,也称作七方程模型.Kapila
等[３]在速度和压力平衡(力学平衡)下,将七方程模

型简化为五方程模型.但是五方程模型在数值求

解上存在很多困难,比如相体积分数的保正性、非
单调的声速等,在激波等间断附近容易产生数值振

荡[４].因此,Saurel等[４]减弱了力学平衡的条件,
考虑仅有速度平衡而压力不平衡的模型,即六方程

模型.六方程模型克服了五方程模型在数值求解

方面的一些问题,是一种较为稳定的计算方法,目

前得到较为广泛的研究与发展[４Ｇ７].
七方程模型及其简化模型的主要特点是双曲

型、非守恒性和非平衡性.由于双曲型方程的特

点,采用 Godunov型格式利用精确或近似 RieＧ
mann求解器进行求解是主要方法[４Ｇ１２].但是,非
守恒项的存在使得Riemann问题的求解和通量的

构建与双曲守恒型方程(Euler方程)不同[４Ｇ１２].采

用基 于 路 径 守 恒 (PathＧconservative)下 的 广 义

RankineＧHugoniot关系是求解非守恒型方程 RieＧ
mann问题的一般思路[８,１０Ｇ１２].但是基于路径守恒

形式构造的Riemann解在六方程和五方程下形式

复杂、计算量更大[６,１０,１２],因此一些方法开始寻求

不采用路径守恒的形式而直接构造 Riemann求解

器[５,９].DeLorenzo等[６]在六方程模型下比较了

路径守恒形式和非路径守恒形式构造的 Riemann
求解器,发现在两相明显分离的区域,两种形式下

的 Riemann求解器得到的结果几乎完全相同,因
为在单相区域内非守恒项并不起作用;而在两相混

合物区域并且具有强激波间断的情况下,其结果才

有不同[９].另外,对于非平衡源项的求解过程则主

要求解了两相间非平衡的压力、温度、化学势趋向



或达到平衡的过程,反映了两相间由于压力差产生

的做功、温度差产生的传热、化学势差产生的相变

或者传质过程,这一过程也称为松弛过程[４,５,７].
在 Godunov型格式中,计算稳定性要求时间

步长受到CFL数(uΔt/Δx)小于１的限制,其中的

速度尺度(u)与声速相关,因而六方程模型的求解

步长通常较小,计算效率不高.在双曲守恒型方程

(Euler方程)的求解中,采用显式大时间步格式

(LargetimestepＧLTS)是一种突破 CFL数限制,
提高计算效率的途径[１３Ｇ２１].经典显式时间推进的

CFL数小于１的限制主要原因是单元中心值的变

化仅 由 该 单 元 界 面 上 产 生 的 波 决 定.LeVeＧ
que[１３,１４]针对标量守恒 型 方 程 提 出 了 LTSＧGoＧ
dunov型格式,假设所有界面上不同波系之间的相

互作用是线性的,单元中心值的变化则由所有穿过

该单元的波产生的增量求和而不仅仅来自于该单

元界面上的波,这一方法也称为叠波法.基于叠波

法的思路,Lindqvist等[１６]通过修正方程定量给出

了LTS格式的数值粘性的大小,结果表明LTS格

式可以减小数值粘性,提升格式对间断的分辨率.

Pregbeg等[１７]给 出 了 守 恒 型 方 程 下 的 HLL 和

HLLC型近似 Riemann求解器下的 LTS 格式.
和经典时间推进方法相比,显式大时间步方法具有

计算效率高,对间断分辨率更好的特点;和隐式时

间推进相比,由于依然是局部推进,显式大时间步

方法的并行拓展性更好[１５].因此,LTS格式的运

用也引起研究者的兴趣,如应用在三维 Euler方

程[１５]以及浅水波方程中[１８,１９].在两相流方面,

Lindqvist等[２０]利用 LTSＧRoe格式求解七方程模

型简化的三方程模型,但三方程模型本质上是守恒

型方程.Prebeg等[２１]也运用 LTSＧRoe格式求解

了等熵且压力平衡下的四方程模型,但从方程求解

上来看,该四方程模型没有包含非平衡源项的松弛

过程.到目前为止,LTS格式在六方程模型求解

中还没有相关运用.
本文将讨论显式大时间步格式在密度基两相

流六方程模型的求解中的运用.研究基于 HLLC
型近似 Riemann求解器的 LTS格式在此非守恒

型方程的求解框架下,对计算结果以及计算效率的

影响,并讨论LTS格式与非平衡源项的松弛过程

之间的影响.

２　数值方法

２．１　两相流的六方程模型

两相流的六方程模型是七方程模型下仅有速

度平衡的方程(以一维为例).

∂tQ＋∂xF＋B Q( )∂xQ ＝Sp ＋ST ＋Sg (１)
其中守恒变量

Q＝ [α１,α１ρ１,α２ρ２,ρu,α１ρ１E１,α２ρ２E２]T (２)
式中 下标１,２分别代表相１和相２,方程组包含了

相体积分数α１、分相质量(α１ρ１
,α２ρ２

)、混合物动量

ρu 以及分相总能(α１ρ１E１,α２ρ２E２)的方程,共计六

个方程,因此称作六方程模型.守恒型通量F(Q)＝
[０,α１ρ１u,α２ρ２u,ρu２＋p,α１ρ１H１u,α２ρ２H２u]T,其
中αkρk Hk ＝αkρkEk＋αkpk 为总焓,混合物压力

p＝α１p１＋α２p２,非守恒项B Q( )∂xQ＝[u∂xα１,０,０,０,

HV,－HV]T

其中HV ＝－u[Y２∂x(α１p１)－Y１∂x(α２p２)] (３)
式中Yk＝αkρk/ρ是质量分数,此非守恒项无法写

成如∂xG 的守恒形式.非平衡源项分别代表了压

力不平衡(p１≠p２ )、温度不平衡(T１≠T２ )、化学

势不平衡(g１≠g２ )引起的源项,描述了在两相界

面处相间作用:

　

Sp＝μ p１－p２
( ) １,０,０,０,－pI

,pI
[ ] T

ST＝θT１－T２( ) ０,０,０,０,－１,１[ ] T

Sg＝νg１
－g２

( ) ０,１,－１,０,εI,－εI[ ] T

(４)

其中 μ,θ,ν( ) 称为松弛系数,代表了相互作用的强

度或者松弛过程的快慢.下标I代表界面上的状

态量,其中εI＝gI＋０􀆰５u２ .在刚性气体状态方程

的假设下,上述方程可以封闭表示为

　

pk＝(γk－１)ρkek－γkπk－(γk－１)ρkηk

Tk＝ pk＋πk

ρkCv,k(γk－１)

sk＝Cvkln
Tγ

kk

(pk＋πk
)γk

－１ ＋η′k

(５)
其中sk

是分相的熵,化学势gk ＝hk－Tksk,hk 和

ek分别代表焓和内能,k＝１,２分别代表了相１和相

２.π,η和η′均是常数,分别代表了参考压强,参考

内能和参考熵.Cv 是定容比热,γ＝Cp/Cv 为定压

比热和定容比热的比.刚性气体的声速由ρkc２
k ＝

γk pk＋πk( )决定.
六方程模型具有非守恒性和非平衡性,采用算

子分裂法将其求解分成两个步骤,分别是齐次方程

的求解以及非平衡源项的松弛过程.齐次方程为

∂tQ＋∂xF＋B Q( )∂xQ＝０ (６)
其拟线性系数A Q( )＝∂F/∂Q＋B Q( ),其特征值为

λ１ ＝u－cp,λ２ ＝u＋cp,λ３,４,５,６＝u,均是实数,其中
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声速c２
p ＝Y１c２

１＋Y２c２
２,即六方程模型为双曲型方

程.本 文 采 用 文 献 [５]提 出 的 HLLC 型 近 似

Riemann求解器,可以较好地描述两相流中的各类

波系、接触间断以及相界面[５,７].对于 Riemann
问题

∂tQ＋∂xF＋B Q( )∂xQ＝０

Q x,t＝０( )＝
QL (x＜０)

QR (x＞０){
(７)

其解假设由左右两道激波和中间的接触间断,分成

了四个部分,依次为QL ,Q∗
L ,Q∗

R 和QR ,L 和R
分别代表间断的左侧和右侧,上标∗则代表中间状

态.左侧和右侧两道激波的波速分别假设为

SL ＝minuL －cL,uR －cR{ }

SR ＝maxuL ＋cL,uR ＋cR{ }
(８)

接触间断的速度

SM ＝
pR－pL＋ρLuL SL－uL( )－ρRuR SR－uR( )

ρL SL－uL( )－ρR SR－uR( )
(９)

由特征关系可以得到,经过左侧和右侧激波,

相体积分数保持不变[４Ｇ５,７Ｇ８]:

α∗
１,J ＝α１,J (１０)

其中J＝L,R 代表接触间断的左侧及右侧.由

α１ρ１( ) ,α２ρ２( ) 和ρu 方程的守恒性可得

αkρk
( ) ∗

J ＝ αkρk
( )

J

SJ －uJ

SJ －SM
(１１a)

u∗
L ＝u∗

R ＝u∗ ＝SM (１１c)

k＝１,２分别代表相１和相２.对于 α１ρ１E１( ) 和

α２ρ２E２( ) 在激波两侧的变化而言,虽然有非守恒

项B Q( )∂xQ 的存在,但是依然假设其是守恒的,

同样由RH 关系确定[５],即

E∗
k,J ＝Ek＋ SM －uJ( ) SM ＋ αk,Jpk,J

ρk,J SJ －uJ( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

(１２)

此时,非守恒性则主要体现在接触间断左右[６,９].

本文采用一阶显式时间推进的通量差分裂

(FluxＧdifferencesplittingＧFDS)的形式[５,７].通量

差分裂的形式来自于守恒型方程的求解,其没有显

式包含通量 F Q( ) 的形式,而是 对 拟 线 性 系 数

A Q( ) 的 分 裂,因 此 可 以 拓 展 到 非 守 恒 型 方

程[１４],即

Qn＋１
j　 ＝Qn

j － Δt
Δx

A＋ ΔQn
j－１/２＋ A－ΔQn

j＋１/２( ) (１３)

式中 上标n代表第n 个时间步的状态量,其中通

量差分裂为

A±ΔQj∓１/２＝∑
Mw

l＝１
sl( ) ±Wl,j＝１/２ (１４)

Mw 是Riemann求解器下的波的数目,对于 HLLC
型求解器而言Mw ＝３,sl 是第l道波的波速,Wl＝
Ql,R －Ql,L 则是第l道波右状态和左状态的差.
(sl)＋ ＝max{sl,０},(sl)－ ＝min{sl,０} (１５)
分别代表了向右和向左传播的波速.此方法求解

的稳定性要求最大 CFL数 max
∀l,j

sl,j＋１/２{ }Δt/Δx

小于１.２．２节将介绍突破此 CFL数限制的显式

大时间步方法.
齐次方程求解后,非平衡源项的松弛过程则是

求解方程

∂tQ＝Sp,ST,Sg (１６)
松弛过程可以依次求解上述偏微分方程[７];如果仅

考虑松弛系数μ→¥,θ→¥ 以及ν→¥,即松弛过程

使非平衡压力、温度和化学势达到平衡时的状态,
则可以利用守恒关系建立松弛前后的状态量之间

的代数方程进行求解,而不用求解偏微分方程[４Ｇ５].
将压力平衡、压力Ｇ温度平衡、压力Ｇ温度Ｇ化学势平

衡的过程依次记作压力松弛(pＧ松弛)、温度松弛

(pTＧ松弛)和化学势松弛(pTgＧ松弛).以压力松

弛为例,以上标∗代表松弛后的状态量,松弛前的

状态量则不做记号.根据Sp 的形式,松弛前后分

相质量保持不变

(αkρk)∗ ＝(αkρk) (１７)
以及混合物内能保持不变

α１ρ１e１( ) ∗ ＋ α２ρ２e２( ) ∗ ＝ α１ρ１e１( )＋ α２ρ２e２( )

(１８)
结合状态方程

e∗
k ＝ek(ρ∗

k ,p∗
k ),ek＝ek(ρk,pk) (１９)

两相松弛后压力平衡

p∗
１ ＝p∗

２ ＝p∗ (２０)
可以建立松弛后的压力p∗ 满足的方程为二次方

程,a(p∗ )２＋b(p∗ )＋d＝０,其系数为

　　

a＝１＋α１γ２＋α２γ１

b＝α１C２＋α２C１－α１p１(γ２＋１)－
　 α２p２(γ１＋１)

d＝－α１p１C２－α２p２C１

(２１)

参数Ck＝pI(γk－１)＋２γkπk ,界面上的压力

pI＝Z１p２＋Z１p１

Z１＋Z２
(２２)

式中Zk＝ρkc２
k 为声阻抗.求得p∗ 后进一步通过

α∗
k ＝αk

γk－１( )p∗ ＋２pk＋Ck

γk＋１( )p∗ ＋Ck
(２３)
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得到松弛后的相体积分数α∗
k ,达到对界面的扩散

作用.对于pTＧ松弛而言,同样满足分相质量守恒

与混合物内能守恒的式(１７,１８)以及状态方程式

(１９),并且在此基础上需要满足压力与温度的平衡

p∗
１ ＝p∗

２ ＝p∗

T∗
１ ＝T∗

２ ＝T∗ ＝ p∗ ＋πk

ρ∗
kCv,k γk－１( )

(２４)

此时,pTＧ松弛后的压力也满足二次方程,其系数

可以参考文献[４,５].而对于pTgＧ松弛,由于两相

之间存在相变,因此分相质量不再守恒,但是混合

物质量依然守恒

(α１ρ１)∗ ＋(α２ρ２)∗ ＝(α１ρ１)＋(α２ρ２)(２５)
此外,在压力和温度平衡的条件式(２４)下,化学势

平衡(g１＝g２ )可以得到两相平衡的温度p∗ 和压

力T∗ 满足饱和曲线

As＋Bs

T ∗ ＋CslnT∗( )＝ln p∗ ＋π２

p∗ ＋π１( )Ds
(２６)

其中参数分别为

As＝Cp１－Cp２＋η′２－η′１

Cp２－Cv２
,Bs＝ η１－η２

Cp２－Cv２
(２７a)

Cs＝Cp２－Cp１

Cp２－Cv２
,Ds＝Cp１－Cv１

Cp２－Cv２
(２７b)

因此在pTgＧ松弛下,结合式(１７Ｇ１９)和式(２４Ｇ２６)
也可以建立代数方程,通过 NewtonＧRaphson迭代

求解.可以看到松弛过程有如下性质,对于单相情

形,α１＝ε或α１＝１－ε(ε＝１×１０－８ 为小量),松弛

过程前后的压力、相体积分数等保持不变,即松弛

过程对单相流动无影响;松弛前保持平衡的分相压

力,在松弛后依然保持平衡且与松弛前的状态相

同;同时,松弛过程的求解是局部的,其只与当前单

元内的状态量相关.
在二维情况下,齐次方程的求解为了抑制数值

振荡采用对称维数分裂的方法[２２],并同样使用了

FDS形式,如图１所示.

图１　对称维数分裂方法

Fig．１　Sketchofsymmetricdimensionalsplittingschemes

而松弛过程是对单元内状态量的处理,依然在齐次

方程求解后进行.

综上,两相流六方程模型的求解可以简记为

Qn＋１＝LrelaxLHLLC
h Qn (２８)

式中Qn＋１LHLLC
h 代表 HLLC近似 Riemann求解器

求解齐次方程,Lrelax代表松弛过程的求解.

２􀆰２　六方程模型的显式大时间步方法

将双曲守恒型方程的求解过程采用的LTS方

法推广到六方程模型中,得到 LTSＧHLLC 格式.
该格式的原理与叠波法相同,即单元内的状态量变

化 是 所 有 单 元 界 面 产 生 的 波 引 起 增 量 的 线 性

叠加[１３,１４,１６Ｇ１８].
以一 维 为 例 考 察 单 元j 上 的 状 态 量 变 化

ΔQj＝Qn＋１
j －Qn

j,是所有与此单元相交的波产生的

增量总和.不失一般性,假设界面上只产生一道

波,如图２所示.

图２　大时间步格式

Fig．２　Largetimestepschemesketch

当Δt较小时,单元j仅与两边界面j－１/２和

j＋１/２处产生的波相交,因此 ΔQj 只与这两个界

面相 关,即 ΔQj ＝ΔQf
j－１/２ ＋ΔQf

j＋１/２,其 中 Δ
Qf

j±１/２代表界面j±１/２对单元j产生的增量.而

当Δt较大时,还与界面j－３/２和j＋３/２产生的

波相交,因此

ΔQj＝ΔQf
j－３/２＋ΔQf

j－１/２＋ΔQf
j＋１/２＋ΔQf

j＋３/２

(２９)
由此考虑所有界面对单元j产生的增量则有

ΔQj＝∑
¥

i＝０
ΔQf

j－１/２－i＋ΔQf
j＋１/２＋i( ) (３０)

对于ΔQf
j－１/２－i的确定,以j－３/２处的波为例,假

设其波速为sj－３/２,该波右侧与左侧的状态量差为

Wj－３/２＝Qi－１－Qi－２.如图２所示,该波向右运动

并且完全穿过单元j－１,因此使其产生的增量是

－Wj－３/２;同时,该波与单元j相交,截距为sj－３/２

Δt－Δx.注意到其也可能与界面j＋１/２和j＋３/
２产生的波相交,对此,叠波法中假设为不同界面

产生的波相交后强度和方向均保持不变,因此不用

考虑不同波系之间相互作用[１３Ｇ１４].所以,其对单

元j产生的增量为
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ΔQf
j－３/２＝ sj－３/２Δt

Δx
︸Cj－３/２

－１æ

è
ç

ö

ø
÷ －Wj－３/２( ) (３１)

若该波也完全穿过单元j,即 Cj－３/２ －１＞１,则其

产生的增量依然是－Wj－３/２ ;若该波并未与单元j
相交,即 Cj－３/２－１＜０,则其产生增量为０.因此j
－３/２处的波对Qn

j 产生的增量可以写成

ΔQf
j－３/２＝－max mincj－３/２－１,１{ },０{ }Wj－３/２

(３２)
类似地,对于j＋３/２处的波对Qn

j 产生的增量可以

写成

ΔQf
j＋３/２＝－min maxcj＋３/２＋１,－１{ },０{ }Wj＋３/２

(３３)
综上,可以得到通量差分裂形式的 LTSＧHLLC
格式

ΔQj＝Qn＋１
j －Qn

j ＝

－ Δt
Δx∑

¥

i＝０

(Ai＋
j－１/２－iΔQj－１/２－i＋ Ai－

j＋１/２＋iΔQj＋１/２＋i)

(３４)
其中

Ai＋
j－１/２－iΔQj－１/２－i＝∑

Mw

l＝１
sl,j－１/２－i( )i＋Wl,j－１/２－i

(３５a)

Ai－
j＋１/２＋iΔQj＋１/２＋i＝∑

Mw

l＝１
sl,j＋１/２＋i( )i－Wl,j＋１/２＋i

(３５b)
分别代表在界面j－１/２－i处的向右和j＋１/２＋
i向左传递的波产生的增量,而

(sl,j－１/２－i)i＋＝max minsl,j－１/２－i－iΔxΔt
,Δx
Δt{ },０{ }

sl,j＋１/２＋i( )i－＝min maxsl,j＋１/２＋i＋iΔxΔt
,－Δx

Δt{ },０{ }
(３６)

显然当 sl,j＋１/２ ＜Δx/Δt时,即CFL数小于１时,
Ai＋

j－１/２－iΔQj－１/２－i和 Ai－
j＋１/２＋iΔQj＋１/２＋i退化为经典

形式式(１４).因此,式(３５)是经典通量差分裂形式

式(１４)的推广,并且完全兼容了 CFL数小于１的

情况.可以看到,推导过程并没有假定方程的守恒

性,仅假设了方程的双曲性质,因此式(３５)的形式

在非守恒型与守恒型方程中都适用.
在两相流六方程模型的求解中,齐次方程的求

解改为利用LTSＧHLLC格式,即
Qn＋１＝LrelaxLLTS－HLLC

h Qn (３７)
以上相关算法基于开源代码CLAWPACK[２３]进行

改进和计算.对于边界条件,本文主要采用外插型

边界条件以减小边界条件对格式的影响.

３　计算结果与分析

验证两相流六方程模型下的 LTSＧHLLC 格

式,验 证 算 例 为 CO２ 两 相 激 波 管 (liquidＧvapor
shocktube)[２４].CO２ 两 相 激 波 管 算 例 考 察 了

LTSＧHLLC格式对激波、膨胀波和接触间断的分

辨率.在刚性气体状态方程的假设下,CO２在液态

和汽态下的物质参数列入表１.

表１　CO２两相激波管算例汽液态的

物质参数[２５]

Tab．１　Materialparametersofliquidandvapor
intheCO２liquidＧvaporshocktubecase[２５]

Liquid Vapor

γ １．２３ １．０６

π １．３２e８ ８．８６e５

η －６．２３e５ －３．０１e５

η′ １．０９e３ １．７８e３

Cv ２４４０ ２４１０

３􀆰１　LTSＧHLLC格式下的一维验证算例

　　CO２两相激波管算例描述的是在计算域x∈
[０,８０]中,初始场在x＝５０处存在一个间断,间断

左(L)右(R)两端的压强分别是pL＝６０bar和pR＝
１０bar(１bar＝１０５ Pa),并且温度处于平衡状态

T＝２７３K.在此间断下将产生激波、膨胀波、接触

间断以及蒸发波(evaporationwave).CO２激波管

算例将测试两种不同的相体积分布,即

(１):
αvL ＝０􀆰３
αvR ＝０􀆰７{ ,(２):

αvL ＝１×１０－８

αvR ＝１－１×１０－８{ (３８)

分别记作算例１和算例２,算例１是两相完全混合

的状态,而算例２中两相具有明显的界面.计算网

格分辨率Δx＝０􀆰０８(单元数１０００),算例中采用单

元数２００００的结果视作参考解(记作 Reference).
比较物理时间t＝０􀆰０８s时相体积分数αv、混合物

密度ρ＝α１ρ１＋α２ρ２、压力p和速度u 的分布.
图３展示了算例１在不同松弛过程下参考解

的结果.在算例１中,x＝５０处压力间断产生了向

左传播的膨胀波(x＝３０~４０)和向右传播的接触

间断(x≈５２)、激波(x≈６３).pＧ松弛和pTＧ松弛下

的结果比较接近,而与pTgＧ松弛的结果不同.注意

到压力为p＝６０bar下对应的饱和温度Tsat(p)＝
４１K.在初始温度T＝２７３K 下,液态 CO２将会完

全蒸发为汽态,因此采用pTgＧ松弛后,计算域内的

相体积分数就变为１－１×１０－８,即全为汽态,成为

单相下的激波管,如图３的橙色曲线.图４~图６
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则分别展示了算例１在pＧ松弛、pTＧ松弛和pTgＧ
松弛下不同CFL数的结果比较.可以看到,在pＧ
松弛和pTＧ松弛下,随着 CFL数的提升(从０􀆰５７
增加到４􀆰５８),在膨胀波和激波附近的耗散增加,
误差逐渐增大;而在接触间断附近,不同CFL数下

的结果基本相同.这与Euler方程下 LTS格式的

结论相反[１３Ｇ１７].

图３　算例１的不同松弛模型下CO２两相激波管的结果比较

Fig􀆰３　ComparisonofresultsofCO２twoＧphaseshocktubecase１

图４　算例１的pＧ松弛下不同CFL数的结果比较

Fig􀆰４　ComparisonoftheresultswithdifferentCFLnumber
incase１withpＧRelax

图５　算例１的pTＧ松弛下不同CFL数的结果比较

Fig􀆰５　ComparisonoftheresultswithdifferentCFL
numberinCase１withpTＧRelax

另一方面,在pTgＧ松弛下,液态的 CO２汽化,

计算域内成为单相的汽态CO２,其结果与Euler方

程中的结论相同,即随着CFL数的提升,对间断的

分辨率提高,误差减小.
算例２的不同松弛过程下的参考解的比较如

图７所示.可以看到在算例２中,pＧ松弛和pTＧ松

弛的结果几乎重合,其与pTgＧ松弛的结果有所不

同.在pＧ松弛或pTＧ松弛中,主要包含了向左传播

的膨胀波x≈１４~１８,向右传播的激波x≈６６􀆰９和

接触间断(相界面)x≈５１;而pTgＧ松弛则包含了一

道蒸发波x≈５０,其主要来自于两相界面处由于相

变产生的传质作用.

图６　算例１的pTgＧ松弛下不同CFL数的结果比较

Fig􀆰６　ComparisonoftheresultswithdifferentCFL
numberincase１withpTgＧRelax

图７　算例２的不同松弛模型下CO２ 两相激波管的结果比较

Fig􀆰７　ThecomparisonofresultsofCO２twoＧphase
shocktubeincase２withdifferentrelaxationmodels

　　为了更加清晰地比较不同 CFL数下的结果,
图８和图９展示了算例２在pＧ松弛、pTgＧ松弛下计

算结果与参考解的误差,定义为δa＝a－aReference.
由于pＧ松弛和pTＧ松弛的结果几乎相同,所以
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在算例２的讨论中,主要以pＧ松弛(图８)和pTgＧ
松弛(图９)的结果做比较.从图８可以看到,CFL
数为 １􀆰３９ 的结果误差最小,CFL 数为 ０􀆰２８ 或

３􀆰４８的误差较大.在相界面处,相体积分数的误

差(δαv)基本相同,主要来自于数值耗散.此外在

膨胀波和激波处,速度误差(δu)则在 CFL 数为

１􀆰３９时最小.当 CFL 数大于４时,结果已经发

散.这一结果的趋势和 Euler方程中 LTSＧHLLC
的结果类似,提高 CFL数时,LTSＧHLLC对激波

和膨胀波的分辨率上升,误差先减小;进一步提高

CFL数,由于 LTSＧHLLC耗散较小,导致间断附

近出现振荡甚至发散.

pTgＧ松弛下不同CFL数的结果比较如图９所

示.同样的,CFL数为１􀆰３９时误差最小;另一方

面,CFL数大于３时,结果发散;而在pＧ松弛下,

CFL数能够达到３􀆰４８.

图８　算例２在pＧ松弛下不同CFL数的误差比较

Fig􀆰８　ComparisonoferrorwithdifferentCFLnumbers
incase２withpＧRelax

图９　算例２的pTgＧ松弛下不同CFL数的误差比较

Fig􀆰９　ComparisonoferrorwithdifferentCFLnumbers
incase２withpTgＧRelax

３􀆰２　LTSＧHLLC格式下的二维验证算例

验证LTSＧHLLC格式在二维情况下的算例,
算例依然采用汽液两相的CO２激波管,物质参数列

入表１.计算域大小以及初始条件设置如图１０所示.

　　在[０,８０]×[０,８０]区域内的左下角[０,５０]×
[０,５０]具有高压p＝６０bar,其余部分则为低压

p＝１０bar,同样考察计算终止时间为t＝０􀆰０８s的

结果,网格分辨率Δx＝Δy＝０􀆰４.算例３与算例１
类似,为两相混合物状态,算例４与算例２类似,两

相有明显界面.本节仅比较压力松弛下相体积分

数αv 和速度大小|u|的结果.

图１０　二维算例３(左图)和算例４(右图)初始条件

Fig􀆰１０　Initialconditionsoftwodimensionalcase３andcase４

算例３的不同 CFL 数下结果如图１１所示.
可以看到与算例１相同,在混合物状态下,提高

CFL数,膨胀波、接触间断以及激波等间断的分辨

率均有所下降.

图１１　算例３的不同CFL数(０􀆰５７,４􀆰５８)下的相体积

分数和速度云图

Fig􀆰１１　Contoursofvolumefractionandmagnitudeofvelocity
incase３withdifferentCFLnumbers(０􀆰５７,４􀆰５８)

算例４的不同 CFL数下相体积分数αv 和速

度大小|u|的结果如图１２所示.可以看到与算例

２相同,在两相有明显界面的状态下,提高CFL数

能够明显提升对膨胀波、接触间断和激波的分辨

率.此外,算例４达到的最大CFL数仅有１􀆰３９,而
算例２则可以达到３􀆰４８.

３􀆰３　结果讨论

在两相流六方程模型中,在相界面的运动,

CO２激波管算例２和４中看到,LTS格式下增大

CFL数对激波等非线性间断以及接触间断等线性

间断的分辨率有提升效果,这与双曲守恒型方程的

LTS格式的效果相同;但是,在CO２激波管的算例

１和算例３中,却得了相反的结果,提高CFL数在
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间断附近的耗散得到增强,对间断的分辨率降低;
并且随着CFL数的增大,耗散增大.

算例１的没有松弛过程下(Qn＋１＝LLTSＧHLLC
h Qn)

计算的结果如图１３所示(为了方便起见,只比较了

CFL数为０􀆰５７和２􀆰２９).可以看到,对于无松弛

过程的每一相以及混合物而言,提升 CFL数依然

减小了数值耗散,对间断的分辨率有提升.

图１２　算例４的不同CFL数(０􀆰５７,１􀆰３９)下的相体积分数

和速度云图

Fig􀆰１２　Contoursofvolumefractionandmagnitudeofvelocity
incase４withdifferentCFLnumbers(０􀆰５７,１􀆰３９)

图１３　算例１(无松弛过程)不同CFL数的分相压力结果比较

Fig􀆰１３　Comparisonofthephasicpressureincase１(without
relaxation)withdifferentCFLnumbers

　　从松弛过程来看,松弛过程是使不平衡的分相

压力 p１,p２( )在守恒关系下达到平衡,并使相体积

分数变化,如式(２３)所示达到界面扩散的效果.显

然,平衡时的压力大小在分相压力之间;不平衡的

压力差越小,松弛前后的相体积分数变化也越小.
从 HLLC型的Riemann求解器可以看到,虽然两

相流的六方程模型是非守恒型方程,但是对于每一

相而言,依然做了守恒性的假设,即分相的质量和

能量是守恒的,如式(１１,１２)所示.因此在没有松

弛过程的情况下,LTS格式的效果和在单相方程

(Euler方程)中的效果相同,如图１３所示.但是

考虑松弛过程时,CFL数０􀆰５７下通过四个时间步

四次松弛过程,而CFL数２􀆰２９下只需要一个时间

步一次松弛过程.而每次松弛过程都会使得分相

压力平衡p１ ＝p２,因此,CFL数０􀆰５７时的分相压

力差更小,松弛过程对相体积分数的扩散作用

减小.
综上,对于非守恒型的两相流六方程模型的

LTS格式而言,松弛过程与 LTS格式相互影响.
在齐次方程的求解中,LTSＧHLLC 格式下增大

CFL数可以减小了数值粘性,提升了对间断的分

辨率;而松弛过程对相界面间断有扩散作用,在混

合物状态下,对间断分辨率的提升增强了松弛过程

的扩散作用,并大于增大CFL数减小的耗散,最终

使得增大CFL数耗散得到增强,误差增大.而在

两相明显分离的状态下,由于大部分区域为单相,
六方程模型在这些区域内退化为Euler方程,并且

松弛过程在单相区域不起作用,因此 LTSＧHLLC
格式可以提升间断的分辨率.

本文采用的验证算例下不同CFL数计算消耗

的CPU时间如图１４所示.

图１４　本文验证算例在不同CFL数下的CPU时间(单位:s)
Fig􀆰１４　CPUtimeofthecaseswithdifferentCFL

numbers(Unit:s)

可以看到,CFL数的提高使得 CPU 时间等比

例降低.本文算例可以使计算效率提高３~５倍.
此外,LTS格式兼容了经典时间推进格式,在 Δt
较小时自动退化为经典格式.

４　结　论

与守恒型的单相方程(Euler)方程不同的是,
两相流六方程模型是非守恒型方程,并具有非平衡
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的源项.基于密度的两相流六方程模型的求解过

程中,时间步长受到CFL数小于１的限制,计算效

率较低.由六方程模型的双曲型特点,在线性波的

假设下,本文推导了基于 HLLC型近似 Riemann
求解器的显式大时间步格式(LTSＧHLLC格式),
得到以下结论.

(１)通量差分裂形式适用于双曲守恒型与非守

恒型方程,由其推广得到的 LTSＧHLLC格式在两

相流六方程模型的求解中可以突破 CFL数小于１
的限制,显著提升计算效率.

(２)在两相明显分离的区域内,六方程模型在

单相区域退化为Euler方程,并且松弛过程不起作

用.此时,LTSＧHLLC格式下提高CFL数可以提

升对激波等间断的分辨率,减小数值耗散,也容易

产生数值振荡;
(３)在两相混合的区域,增大CFL数虽然提高

了每一相的间断分辨率,但同时提高松弛过程的扩

散作用,增大了耗散,使得对间断的分辨率反而有

所降低.
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AninvestigationontheexplicitlargeＧtimestepscheme
inthedensityＧbasedtwoＧphaseflowsolver

HUANGYi∗ ,　 YU HaiＧdong,　 YOUTianＧqing
(BeijingInstituteofAstronauticalSystemEngineering,Beijing１０００７６,China)

Abstract:ThetwoＧphaseflowsixＧequation modelisahyperbolicnonＧconservativesystem,withnonＧ
equilibriumsourceterms．ThedensityＧbasednumericalmethodcontainsthesolutionofthehomogeneous
hyperbolicequationsandrelaxationofthenonＧequilibriumsourceterms．Inthesolutionofhomogeneous
equations,thetimestepwithGodunov’sschemeislimitedbytheCFLnumberlessthan１,whichleadsto
lowcomputationefficiency．Thelargetimestepschemeisoneoftheimportantmethodstobreakthe
limitinhyperbolicconservativeequations．Underthelinearwaveassumption,thisresearchextendsthe
fluxＧdifferencesplittingtypeofLTSschemetosolvingthenonＧconservativetwoＧphasesixＧequation
modelandproposestheLTSscheme(LTSＧHLLC)basedonHLLCtypeRiemannsolver．Itisfoundthat
increasingtheCFLnumberwiththeLTSＧHLLCschemecanreducethenumericalviscosityintwoＧphase
regionswithobviousinterfaces,improvetheresolutionofthediscontinuity,likeshocks,andproduce
oscillationseasily,whichisthesameasthoseinthehyperbolicconservativeequationswiththeLTS
scheme．However,intwoＧphasemixtureregions,increasingCFLnumbercanenhancethediffusionofthe
relaxationprocess,reducingtheresolutionofthediscontinuity．IncreasingtheCFLnumberwithLTSＧ
HLLCschemecaneffectivelyreducetheCPUtimeandimprovethecomputationefficiency．

Keywords:twoＧphaseflow;largetimestep;nonＧconservativeequations;relaxationmethod;waveadding
method
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