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摘　要:基于δＧSPH 法对多液滴撞击自由液面进行了模拟与分析.首先,通过添加密度耗散项和人工粘性项,消
除压力场的虚假振荡,保证数值格式的稳定性;然后,对单液滴撞击自由液面进行模拟,通过与文献结果比较验证

方法的可靠性;最后,对双液滴垂直/水平分布、四液滴菱形分布撞击自由液面进行模拟,分析液滴垂直/水平距离

等对撞击结构的影响.结果表明,δＧSPH 法能准确捕捉多液滴撞击自由液面时出现的液体飞溅、液体大幅晃动和

不连续液面等强非线性现象,还能获得光滑的压力分布.
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１　引 言

液滴撞击自由液面的物理现象与水利工程中

的掺气、泄洪消能和雾化等问题相关,也是核安全

工程中高温熔融液滴冲击气液界面的重要组成部

分.开展多液滴撞击自由液面问题的研究,有助于

理解其运动规律,指导相关工业生产.
流体体积(VOF)法、水平集(LevelSet)法、前

沿跟踪(FrontＧTracking)法是常用的界面追踪技

术.其基于网格的特性,难以模拟液滴撞击后产生

的液体飞溅等现象.
与基于网格的数值方法相比,光滑粒子动力学

(SPH)法是一种拉格朗日描述下的无网格方法,擅
长处理对流主导的流动,也非常适合模拟大变形问

题.因此,SPH 法在液滴飞溅现象[１]、返回舱入

水[２]等方面有着巨大的潜力.压力振荡是SPH 法

面临的一个难题,Antuono等[３]在连续性方程中引

入密度耗散项来消除压力的数值噪声,Marrone
等[４]将其命名为δＧSPH 法.该方法能有效解决压

力场的数值振荡问题.
鉴于δＧSPH 法在大变形和破碎过程中的优

势,以及多液滴撞击自由液面问题的重要性,本文

将基于δＧSPH 法开展多液滴撞击自由液面复杂流

动的研究.

２　SPH基本原理

SPH 方程的构造主要包含核近似和粒子近似

两个关键步骤.函数f(x)的核近似定义为

f x( )＝∫
Ω

f x′( )W x－x′,h( )dx′ (１)

式中W x－x′,h( ) 为核函数,h是光滑长度.
对式(１),粒子i处函数f xi( ) 的粒子近似为

‹f xi( )›＝ ∑
N

j＝１

mj

ρj
f xj( )W xi－xj,h( ) (２)

式中 N 是粒子i支撑域中的粒子数,mj和ρj分别

表示粒子j的质量和密度.
在SPH 的核近似和粒子近似中,本文均采用

二维 Wendland的C２核函数[５].

３　δＧSPH方法

忽略黏性的影响,拉格朗日描述下的流体控制

方程为

Dρ
Dt

＝－ρÑ􀅰u (３)



Du
Dt＝－１

ρ
Ñp＋g (４)

式中ρ和u 分别表示流体微团的密度和速度,g为

重力加速度,p是压力.
将不可压流体视为弱可压流体,通过状态方程

建立密度ρ与压力p 之间的关系,可实现压力项的

计算.本文采用的状态方程为

p＝p(ρ)＝c２
０(ρ－ρ０

) (５)

式中c０表示人工声速,ρ０为流体的初始密度.常取

c０≥１０umax,umax为预估的流场最大速度[６].

为了解决弱可压SPH 法中压力场计算的数值

振荡问题,Antuono等[３,４]提出了δＧSPH 法.在连

续性方程中添加密度耗散项,防止密度的高频波

动,消除压力场的虚假振荡;在动量方程中施加一

定的人工粘性,确保数值格式的稳定性.δＧSPH
法的离散形式为

Dρi

Dt ＝－ρi∑j
(uj－ui)􀅰ÑiWijVj＋δhc０Di

Dui

Dt ＝－１
ρi
∑j

(pi ＋pj
)ÑiWijVj＋g＋

αhc０
ρ０

ρi
∑jπijÑiWijVj (６)

式中

Di ＝２∑jψij(rj－ri)􀅰ÑiWijVj/ rj－ri
２

πij ＝ (uj－ui)􀅰(rj－ri)/ rj－ri
２

ψij ＝ (ρj －ρi
)－０􀆰５[‹Ñρ›Li ＋‹Ñρ›Lj]􀅰(rj－ri)

式中δ 和α 分别控制密度和粘性的耗散强度,
‹Ñρ›L 为重整化密度梯度[３]

‹Ñρ›La ＝ ∑
b

(ρb －ρa
)La ÑaW(rb)dVb (７)

La ＝ [∑
b

(rb －ra)􀱋 ÑaW(rb
)dVb]－１ (８)

离散的SPH 方程组对时间积分一般采用显示

格式.本文采用预估Ｇ校正法对式(９)进行求解,时
间步长Δt满足CFL条件以保证解的收敛.

４　边界条件处理

壁面边界条件处理一直是SPH 法中的难点.

目前已提出多种壁面边界条件处理方法[７],如固定

虚粒子边界法、动态边界条件法等.
本文采用 Adami等[８]提出的固定虚粒子边界

法,直接将内部流体粒子的压力插值到壁面固定虚

粒子上,得出其上的压力pw,

pw ＝

∑f
[pf ＋ρf

(aw －g)􀅰(rf－rw)]W(rf－rw ,h)

∑fW(rf－rw ,h)

(９)
再通过状态方程反推出固定虚粒子的密度ρw

.该

方法能很好地处理复杂几何边界问题.

５　数值算例

所有算例参数为,容器长L＝２􀆰０m,水深H＝
１􀆰０m,密度ρ＝１０００kg􀅰m－３,动力学粘性系数

μ＝１×１０－３Pa􀅰s,液滴直径d＝０􀆰２m.为了消除

压力反射波的干扰,在壁面附近设置厚度为０􀆰１m
的人工阻尼区,并在动量方程中加入阻尼项[９].

５􀆰１　有效性验证

首先模拟单液滴撞击自由液面问题,验证模型

的有效性,其中初始时刻液滴中心为(１􀆰０,１􀆰５).
图１给出本文和文献[１０]的粒子分布模拟结

果.从图１(a)可以看出,液滴撞击自由液面后液

面迅速下凹,形成一个空腔,在t＝０􀆰５２s时液体向

两侧飞溅,产生一个半球形的弹坑,并出现皇冠状

的边缘.之后液面持续下凹,水花进一步横向传

播.反弹运动集中在弹坑中心,液面粒子都向液面

中心点运动.随着液面中心粒子继续向上运动,出
现一个沃辛顿喷流[１１](t＝０􀆰８４s).弹坑深度达

到最大值时,其宽度约为水滴直径的２􀆰５倍.图１
(b)给出文献[１０]的模拟结果,可以看出本文模拟

结果与其基本一致.
将液滴中心放置在(１,１􀆰７)处,液滴直径改为

０􀆰３m,计 算 水 槽 中 部 (１,０􀆰５)处 的 速 度 和 压

力[１２,１３],结果如图２所示.首先,(１,０􀆰５)位于水

槽的中部,由于算例的对称性,故x方向的理论速

度为０,而本文x方向速度的模拟结果在整个过程

中都接近于０;其次,y 方向速度的模拟结果与文

献的变化趋势一致,得到的速度值也基本相同;最
后,压力与文献也吻合.这进一步验证了本文模型

的有效性.

５􀆰２　双液滴撞击自由液面

本节开展双液滴撞击自由液面的研究,探讨垂

直/水平两个方向上的因素对撞击过程的影响.垂

直/水平分布工况中,两个液滴的中心位置分别为

(１,１􀆰２)和(１,１􀆰５)、(０􀆰７５,１􀆰５)和(１􀆰２５,１􀆰５).

５􀆰２􀆰１　垂直分布工况

图３给出垂直分布工况不同时刻模拟的液体

分布和压力分布.t＝０􀆰３４s时两液滴相撞后液

体向两侧飞溅产生次级冠状结构.这是由于第一
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图１　单液滴撞击自由液面不同时刻的粒子分布

Fig􀆰１　Particledistributionatdifferenttimewhenonedropletimpingesonafreesurface

图２　测点(１,０􀆰５)位置处的速度和压力时历

Fig􀆰２　Thetimehistoryofvelocityandpressureatthegaugeposition(１,０􀆰５)

图３　双液滴垂直分布撞击自由液面不同时刻的液体分布和压力分布

Fig􀆰３　Liquidandpressuredistributionatdifferenttimewhentwoverticaldropletsimpingeonafreesurface
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个液滴产生的空腔四周液体量大于空腔内,初级空

腔比次级空腔承受更大的流动阻力,因此次级冠膨

胀更快,并与初级冠碰撞后聚结,导致初级冠内壁

变形.t＝０􀆰５４s时在液滴中心左侧区域,第一个

液滴边缘约在x＝０􀆰３７５m 处且无液体飞溅现象,
第二个液滴边缘约在x＝０􀆰７５m 处且有液体飞溅

现象,这与单液滴撞击自由液面的现象截然不同.
当第二个液滴以一定速度接触第一个液滴撞击产

生的径向移动的液体时,由于流动阻力较小,液体

向上的流动速度明显减弱,用于第二冠扩张和飞溅

的动量变小,导致平滑的凹陷产生,深度与单液滴

的基本一致,这与Liang等[１]对连续液滴撞击液膜

的分析结果类似.t＝０􀆰８８s时双液滴垂直分布撞

击自由液面的沃辛顿喷流中心柱高度约在１􀆰５m
处,大于单液滴的１􀆰２５m.

　　最后,压力分布与单液滴的结果类似,且均匀

光滑.t＝０􀆰３４s时可见扇形压力波向水池深处

传播,之后t＝０􀆰５４s和０􀆰８８s时压力逐渐平缓.

５􀆰２􀆰２　水平分布工况

图４给出水平分布工况不同时刻模拟的液体

分布和压力分布.可以看出,t＝０􀆰３０s时两个液

滴撞击自由液面后各自出现了液体飞溅现象,都朝

着水池中心一侧挤压自由液面,较另一侧的自由液

面高.t＝０􀆰６０s时,两个液滴撞击形成的空腔达

到最大,远离水池中心一侧可观察到液体飞溅;而
朝水池中心一侧,由于空腔的相互挤压,液体飞溅

合并成一个中心射流.之后两个空腔边缘向远离

水池中心一侧传播,碰到壁面后在t＝０􀆰９８s时已

各自返回,同时由于水池中心处飞溅液体的坠落,
从而观察到图４(c)所示的液体分布.

　　最后,t＝０􀆰３０s时两个液滴撞击自由液面后

各自出现了明显的压力波,向水池深处传播,并发

生相干作用.t＝０􀆰６０s时,整个流场的压力已变

得平缓.

图４　双液滴水平分布撞击自由液面不同时刻的液体分布和压力分布

Fig􀆰４　Liquidandpressuredistributionatdifferenttimewhentwohorizontaldropletsimpingeonafreesurface

５􀆰２􀆰３　双液滴撞击自由液面的无量纲分析

对垂直/水平分布工况分别定义如下的结构参

数,即液体凹陷深度 Hc、空腔直径Dc、上升射流到

初始液面的距离 Hs和水花飞溅高度到初始液面的

距离 Hd(见图５).同时,记两个液滴中心的垂直

间距为sh,水平间距为sl,初始时刻最低液滴中心

到液面的距离为下降高度h.以液滴直径为无量

纲因子,用上标“＋”表示无量纲化后的量.

　　对垂直分布工况,取s＋
h ＝１􀆰３,１􀆰６,１􀆰９,２􀆰２,

２􀆰５的工况进行研究,其中h＋ ＝１􀆰０.图６给出s＋
h

对 H＋
c 和D＋

c 的影响.可以看出,凹陷深度 H＋
c 随

s＋
h 的增大而增大;当s＋

h 固定时,H＋
c 随时间先增大

后减小,最大凹陷深度约为液滴直径的０􀆰９~１􀆰１
倍.空腔直径D＋

c 随s＋
h 的增大而减小;当s＋

h 固定

时,D＋
c 随时间先增大后减小,最大空腔直径约为液

滴直径的２􀆰３~２􀆰６倍.对比发现,液滴垂直间距

s＋
h 对H ＋

c 的影响小于对D＋
c 的影响.

图５　垂直/水平分布的结构参数

Fig􀆰５　Structuralparametersforthevertical/horizontalcases

　　对水平分布工况,取s＋
l＝１􀆰３,１􀆰６,１􀆰９,２􀆰２,

２􀆰５的工况进行研究,其中h＋ ＝１􀆰９.图７给出s＋
l

对 H＋
s 和H ＋

d 的影响.可以看出,随着s＋
l从１􀆰３增

大到１􀆰９,在上半段时间射流高度H＋
s 随时间变大,

后存在一个向下的突变,再随时间缓慢减小.该突

变的机理是,对于小间距撞击产生的中心射流,更
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多液体发生接触,消耗了更多的能量,导致上部液

体更容易破碎飞溅,下部液体动能较小,因此衰减

破碎出现更早,射流维持时间也减小,所以射流高

度断崖式下降.当s＋
l继续增大到２􀆰２和２􀆰５时,

两液滴接触的液体较少,不容易出现破碎飞溅,因
此射流高度 H＋

s 并无突变现象发生,且随时间先增

大后减小.另外,H＋
d 随s＋

l增大而减小;当s＋
l固定

时,H＋
d 随时间先增大后减小,最大值出现的时刻

近似相同.

５􀆰３　四液滴菱形分布撞击自由液面

将垂直/水平分布相结合,开展四液滴菱形分

布撞击自由液面的研究,同时考虑两个方向上的因

图６　液滴垂直间距s＋h 对H＋c 和D＋c 的影响(h＋ ＝１􀆰０)
Fig􀆰６　Effectofdropletverticalspaces＋h onH＋c andD＋c (h＋ ＝１􀆰０)

图７　液滴水平间距s＋
l

对 H＋s 和 H
＋
d 的影响(h＋ ＝１􀆰９)

Fig􀆰７　Effectofdroplethorizontalspaces＋onH＋s andH＋
d

(h＋ ＝１􀆰９)

图８　四液滴菱形分布撞击自由液面不同时刻的液体分布和压力分布

Fig􀆰８　Liquidandpressuredistributionatdifferenttimewhenfourrhombusdropletsimpingeonafreesurface
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素对撞击过程的影响,其中,四液滴中心为(１,

１􀆰２),(１,１􀆰５),(０􀆰７５,１􀆰３５)和(１􀆰２５,１􀆰３５).

　　图８给出四液滴菱形分布撞击自由液面不同

时刻的模拟结果.可以看出,t＝０􀆰２２s时最下方

液滴与自由液面已发生一段时间的碰撞,此时左右

两侧液滴也开始与自由液面发生碰撞,整体上可看

到扇形压力波的出现.这三个液滴分别产生压力

波并向水池深处传播,由于波的相干作用使得局部

压力增强.t＝０􀆰２８s时,左右两个液滴的撞击导

致出现了单侧的液体飞溅现象,整体上仍能看到扇

形压力波.t＝０􀆰３８s时有明显的两层液体飞溅现

象,另外压力波已消失,压力变得平缓.

６　结　论

本文基于δＧSPH 法对多液滴撞击自由液面问

题展开了数值研究.通过实现双液滴垂直/水平分

布、四液滴菱形分布撞击自由液面的模拟,所得结

论如下.
(１)δＧSPH 法能准确捕捉多液滴撞击自由液面

过程中的液体分布,复现撞击过程中的一些典型特

征,如空腔、液体飞溅等,并能获得光滑的压力分布.
(２)液滴下降高度和液滴间距对撞击结构具有

显著的影响.对垂直分布工况,凹陷深度随垂直间

距的增大而增大,空腔直径随液滴垂直间距的增大

而减小.对水平分布工况,随着液滴水平间距的增

大,射流高度先增大后减小,对较小液滴水平间距

还存在一个向下的突变.
(３)对四液滴菱形分布撞击自由液面问题,模

拟结果出现了液体飞溅嵌套现象,其在双液滴垂

直/水平撞击自由液面中不存在.
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Topologicalforcefindinganalysisofbarstructure
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Abstract:Firstly,thepaperstudiedvarioustypesoflineargraphrepresentationsofabarＧtypestructure．
Secondly,theincidencematrixisintroducedtoassembletheequilibrium matrix,andanewform of
equilibrium matrixindependentofthespecificshapegeometryofthestructureisderived．Theconceptof
topologicalforcefindinganalysisisproposedbasedonthisform ofequilibrium matrix．Finally,the
equilibriummatricesandtheirnullspacesindifferentcasesofabarＧtypestructurearecompared．The
correctnessandapplicabilityoflineargraphrepresentationandtopologicalforcefindingforvarioustypes
ofbarstructuresarefurtherverified．
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SimulationofcomplexflowofmultiＧdropletimpingement
onafreesurfacebyδＧSPHmethod
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Abstract:BasedontheδＧSPH method,themultiＧdropletimpingementonafreesurfaceissimulatedand
analyzed􀆰First,byaddingadensitydissipationterm andanartificialviscousterminthegoverning
equations,thespuriousnumericaloscillationsinpressurecanberemovedandthestabilityofthe
numericalschemeisensured􀆰Then,theimpactofasingledropletonafreesurfaceissimulated,andthe
reliabilityoftheδＧSPH methodisverifiedbycomparisonwiththeresultsreportedintheliterature．
Finally,twodropletswithavertical/horizontaldistribution,fourdroplet’switharhombusdistribution,

whichimpingeonafreesurface,aresimulated,andtheeffectsofthedropletvertical/horizontaltravel．on
theimpactstructureareanalyzed􀆰Thenumericalresultsshowthat:theδＧSPH methodcanexactly
capturethestrongＧnonlinearityphenomenasuchassplashing,largeＧamplitudesloshinganddiscontinuous
freesurfacewhenmultiＧdropletsimpingeonafreesurface,andasmoothpressurefieldisalsoobtained􀆰
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