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龙均翊,　张元海∗,　周福成

(兰州交通大学 土木工程学院,兰州７３００７０)

摘　要:为了研究剪切变形对薄壁箱梁畸变效应的影响,对传统能量变分法分析薄壁箱梁畸变效应时的畸变横向

框架应变能计算考虑剪力影响,利用最小势能原理建立考虑剪切变形影响的畸变控制微分方程,并以克雷洛夫函

数表达均布畸变矩荷载作用下的初参数解.结合简支箱梁数值算例,分析剪切变形对畸变翘曲应力和畸变横向

弯矩的影响程度,并通过有限元软件 ANSYS进行验证.结果表明,按本文方法计算的畸变翘曲应力比忽略剪切

变形时更接近 ANSYS壳单元数值解;考虑剪切变形影响后,畸变翘曲正应力的增大不超过１􀆰８５％,畸变横向弯

矩的增大不超过２􀆰３５％;薄壁箱梁的高跨比对畸变翘曲应力的影响较为显著.
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１　引 言

随着现代桥梁的建设与发展,薄壁箱梁的应用

日益广泛.薄壁箱梁在反对称荷载作用下,产生刚

性扭转变形和截面周边变形两部分变形[１Ｇ２].截面

周边变形(即截面畸变)对大跨径且跨内无横隔板

的薄壁箱梁产生的畸变效应影响更为突出.近年

来,国内外许多学者从解析理论[３Ｇ８]、有限元数值模

拟分析[９Ｇ１３]及模型试验方面[１４Ｇ１５],对薄壁箱梁的畸

变效应进行了深入研究.李育楷等[３]通过引入纵

向翘曲位移和切向位移分布函数的途径考虑剪切

变形的影响,利用最小势能原理建立畸变角微分方

程并求解,指出考虑剪切变形影响后大大提高了畸

变效应的计算精度.王晨光等[５]针对无悬臂板箱

梁,通过假设畸变翘曲位移和切向位移函数,根据

最小势能原理建立了考虑剪切变形影响的畸变控

制微分方程及其相应边界条件,得出考虑剪切变形

影响时畸变翘曲正应力的降低幅度不超过５％,且
对畸变位移影响很小.REN 等[６,７]在充分考虑横

隔板面内剪切变形的情况下,采用初参数法对集中

偏心荷载作用下布置跨内横隔板的悬臂箱梁和简

支箱梁进行了畸变效应分析.LEE等[１１,１２]为了限

制箱梁的畸变变形,研究了设置跨内横隔板对箱梁

截面上畸变翘曲应力的影响.目前也有不少文献

为了简化分析,忽略了剪切变形的影响.尽管在箱

梁畸变效应的研究方面已有一些考虑剪切变形的

文献,但大多是从弹性力学的角度进行分析,很少

从结构力学角度分析.
本文基于力法原理,在计算畸变横向框架应变

能时近似考虑剪切变形的影响.利用最小势能原

理建立畸变控制微分方程,并用克雷洛夫函数表达

初参数解.在此基础上,研究剪切变形和几何参数

对箱梁畸变翘曲应力和畸变横向弯矩的影响.

２　畸变变形描述

关于y轴对称的单室薄壁箱梁横截面畸变如

图１所示.图１中箱梁左右两侧的悬臂板宽度均

为d;顶板和底板宽度的一半分别为b１ 和b２;腹板

宽度和梁高分别为b３ 和h,θ为腹板的水平倾角.
O 为箱梁截面的形心,x轴和y 轴分别为过形心的

水平轴和竖直轴.箱梁发生畸变变形时,点C 和

点D 分别位移至点C′和点D′,点E 和点F 分别位

移至点E′和点F′.本文将箱梁产生畸变变形时角

点D 处腹板与底板夹角的改变量定义为畸变角γd,
γd 由底板的变形γd１和腹板的变形γd２两部分组成.



图１　斜腹板薄壁箱梁畸变

Fig．１　DistortionofthinＧwalledboxgirderwithinclinedweb

当偏心竖向分布荷载作用在薄壁箱梁上时,可
分解得到作用在角点C和角点F 处的竖向反对称

分布荷载pd
.如图２所示,将pd

分解可得箱梁截

面顶板、两侧腹板和底板处的畸变分布荷载pd１
、

pd２
,pd３

,pd４
分别为

pd１＝
２pdb

２
２

(b１＋b２)h
(１)

pd４＝
２pdb１b２

(b１＋b２)h
(２)

pd２＝pd３＝
pdb２b３

(b１＋b２)h
(３)

图２　畸变分布荷载及角点位移

Fig．２　Distortiondistributionloadandangularpointdisplacement

３　畸变总势能

３．１　畸变横向框架应变能UR

薄壁箱梁截面发生畸变时,组成箱梁的各板件

会在箱梁横截面内产生垂直于桥轴线方向的横向

挠曲,从而产生畸变横向框架应变能.在畸变的作

用下,沿梁轴截取的单位长度梁段形成闭合框架,
如图３所示.杆CF、杆CD、杆EF 和杆DE 的厚

度分别为td１,td２,td３和td４.

图３　横向框架

Fig．３　Transverseframe

箱梁截面角点D 处产生畸变角γd 时,杆CF

的水平位移为γdb３sinθ,因此作用在杆CF 上的水

平力pd１
(z)为

pd１
(z)＝γdb３sinθ

δh
(４)

式中δh 为杆CF 中点截面处的水平位移.
按传统方法分析时,取左侧半个框架进行计

算.水平单位力P＝１沿杆CF 作用时,杆件CF
中点截面处的竖向剪力为２X,由力法原理可得X
表达式为

２X＝

２b２
２b３sinθ
Id４

＋ ２b２＋b１( )b２
３sinθ

Id２

２ b３
１

Id１
[ ＋b３

２

Id４
＋b３

Id２
b２

１＋b２
２＋b１b２( ) ]

(５)

式中Id１,Id２,Id４分别为CF 杆、CD 杆和DE 杆的

截面抗弯惯性矩.
本文考虑剪切变形时,单位力作用下由剪切变

形产生的框架剪力如图４所示.在式(５)中补充剪

力影响项,易得改进后X 的表达式为

２X＝ １
E

２b２
２b３sinθ
Id４

＋ ２b２＋b１( )b２
３sinθ

Id２
[ ]{ ＋

６K
G

b３sinθ
Ad４

－b３sinθcosθ
Ad２

[ ] }/２
E{ b３

１

Id１
[ ＋b３

２

Id４
＋

b３

Id２
b２

１＋b２
２＋b１b２( ) ]＋６K

G
b１

Ad１

æ

è
ç ＋b２

Ad４
＋b３cos２θ

Ad２

ö

ø
÷ }
(６)

式中Ad１,Ad２,Ad４分别为杆CF、杆CD 和杆DE 的

截面面积.E 为弹性模量,G 为剪切模量.K 为剪

应力沿杆件截面分布不均匀而引起的与截面形状

有关的系数.

图４　单位力作用下横向框架剪力

Fig．４　Transverseframeshearforceunderunitforce

　　本文取整个框架进行计算时,当杆件CF 上作

用水平单位力P ＝１,由剪切变形产生的框架剪力

如图５所示.补充剪力影响项后,易得改进后δh

的表达式为

δh＝１
３E

４b３
１

Id１
X２＋b２

Id４
(２b２X－b３sinθ)２＋{

b３

Id２
４b２

１X２＋(２b２X－b３sinθ)２＋[

２b１X(２b２X－b３sinθ)] }＋K
G

４b１

Ad１
[ X２＋

b３

Ad２
２Xcosθ＋sinθ( )２＋b２

Ad４
２X－b３sinθ

b２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

]
(７)
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图５　横向框架剪力

Fig．５　Transverseframeshearforce

根据式(７)的δh 和杆CF 中点截面处的竖向

剪力２X,可求出闭合框架截面内各角点处的横向

弯矩M(以闭合箱梁构件内侧受拉为正)分别为

MC ＝－MF ＝χ１γd (８)
MD ＝－ME ＝χ２γd (９)

式中χ１
和χ２

分别为点C 和点D 处的横向弯矩系

数

χ１
＝－２Xb３b１sinθ

δh
(１０)

χ２＝
－ ２b２X－b３sinθ( )b３sinθ

δh
(１１)

由此,可得箱梁的畸变横向框架应变能UR 为

UR ＝１
２∫

l

０∫s

M２

EIdsdz＝１
２∫

l

０
EJωdγ２

ddz (１２)

式中l为箱梁的计算跨径,s为沿截面分布的曲线

坐标,z为沿梁轴线方向分布的直线坐标,Jωd为单

位长度箱梁畸变横向框架惯性矩,其表达式为

Jωd ＝ ２
３E２

b１χ２
１

Id１
＋
b２χ２

２

Id４
＋
b３ χ２

１ ＋χ２
２ ＋χ１χ２

( )

Id２

é

ë
êê

ù

û
úú

(１３)
３．２　畸变翘曲应变能UD

箱梁截面发生畸变时,组成箱梁的各板件沿自

身平面发生不同程度的挠曲变形,产生畸变翘曲应

变能UD.以β表示角点C 和角点D 之间的翘曲

正应力σC 和σD 之比.根据β的取值,箱梁各板件

的弯矩均可通过角点D 的翘曲正应力σD 表示,按
初等梁的弯曲理论计算为

σD ＝－EψDγ＂d (１４)
式中γ＂d 为畸变角对坐标z 的二阶导数,ψD

为角

点D处的畸变扇性坐标

ψD ＝ b１b３b２
２sinθ

b２
２β＋ ２＋β( )b１b２＋b１b３cosθ

(１５)

则畸变翘曲应变能UD 为

UD ＝１
２∫

l

０
EIωd (γ＂d)２dz (１６)

式中Iωd为箱形梁畸变翘曲惯性矩,即

Iωd ＝２Ψ２
D

３
(b１＋d)１＋d

b１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２é

ë

ê
ê β２td１＋

b２td４＋b３td２(β２－β＋１)ù

û
úú (１７)

３．３　外力荷载势能V
薄壁箱梁受到分布刚性扭转荷载和分布畸变

荷载两种荷载共同作用.箱梁在分布畸变荷载作

用下的外力荷载势能V 为

V＝－∫
l

０
pd１

(z)b３γdsinθdz＝－∫
l

０
mdγddz (１８)

式中 md 为分布畸变矩荷载

md ＝ ２b２
２

b１＋b２
pd

(z) (１９)

３．４　畸变总势能Π
在畸变荷载的作用下,薄壁箱梁的畸变总势能

Π由三部分应变能组成,分别为畸变横向框架应变

能UR、畸变翘曲应变能UD 和外力荷载势能V.
由式(１２,１６,１８)可得

Π＝１
２∫

l

０
EJωdγ２

d＋EIωd (γ＂d)２－２mdγd[ ]dz (２０)

４　畸变控制微分方程及其初参数解

利用最小势能原理对畸变总势能Π 进行一阶

变分运算,即δΠ＝０,可得畸变控制微分方程为

γ″″d ＋４λ４γd ＝md

EIωd
(２１)

式中λ＝
４
Jωd

４Iωd
.

在求解上述畸变控制微分方程时,通常应用以

下几种边界条件,当简支梁梁端处设置刚性横隔板

时,γd ＝γ″d ＝０;对于梁端处为刚性固定支承时,
γd ＝γ′d ＝０;对于梁端处不设置横隔板的自由端

时,γ″d ＝γ‴d ＝０.
对畸变控制微分方程(２１)进行求解,得到齐次

微分方程(即md ＝０)的通解为

γd(z)＝C１sinhλzsinλz＋C２sinhλzcosλz＋
C３coshλzsinλz＋C４coshλzcosλz (２２)

式中C１,C２,C３,C４ 为常数.
取４个梁轴线端部(即z＝０)处的参数为初始

值,其分别为畸变角γd０、畸变翘曲广义位移γ′d０、
畸变矩Md０和畸变双力矩Bd０.将上述初参数值

代入,可得简支梁梁端处设置刚性横隔板时,箱梁

沿跨径作用满均布畸变矩荷载 md 时的初参数

解为

γd(z)＝ md

４λ４EIωd
－Θ１(λz)＋HΘ２(λz){ －

４
Θ２(λl)Θ３(λl)－Θ４(λl)H[ ]Θ４(λz)＋１} (２３)

γ′d(z)＝ md

４λ３EIωd
HΘ１(λz)－ ４

Θ２(λl)􀅰{
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　　 Θ３(λl)－Θ４(λl)H[ ]Θ３(λz)＋４Θ４(λz)} (２４)

Bd(z)＝md

４λ２
４

Θ２(λl){ Θ３(λl)－[ Θ４(λl)H ]􀅰

　　　 Θ２(λz)－４Θ３(λz)＋４HΘ４(λz)} (２５)

Md(z)＝md

４λ
４

Θ２(λl){ Θ３(λl)－[ Θ４(λl)H ]

　　　 Θ１(λz)－４Θ２(λz)＋４HΘ３(λz)} (２６)

式中

H ＝Θ１(λl)Θ２(λl)＋４Θ３(λl)Θ４(λl)－Θ２(λl)
Θ２

２(λl)＋４Θ２
４(λl)

且Θ１(λz),Θ２(λz),Θ３(λz),Θ４(λz)为克雷洛夫函

数,即为

Θ１(λz)＝coshλzcosλz

Θ２(λz)＝１
２

(coshλzsinλz＋sinhλzcosλz)

Θ３(λz)＝１
２sinhλzsinλz

Θ４(λz)＝１
４

(coshλzsinλz－sinhλzcosλz)

５　数值算例

以预应力混凝土简支箱梁为研究对象.箱梁

跨度为 ４０ m,采用 C４０ 混凝土,弹性模量 E ＝
３􀆰４０×１０１０Pa,剪切模量G＝１􀆰４４５×１０１０Pa.箱梁

顶板 厚 度 为 ０􀆰２２ m,左 右 两 侧 腹 板 厚 度 均 为

０􀆰３m,底板厚度为０􀆰３４m.箱梁横截面尺寸及所

受竖向均布荷载如图６所示.箱梁受反对称竖向

均布荷载p＝６０kN/m,分别作用于顶板与腹板交

接处.取顶板和腹板交接处计算点为m,底板和腹

板交接处计算点为n,且四个角点和悬臂板端点分

别为１,２,３,４,５.

图６　箱梁横截面尺寸及计算点位置(单位:m)
Fig．６　Boxgirdercrosssectiondimensionandcalculated

pointsposition(unit:m)

选取文献[８]的等截面箱梁进行计算,箱梁跨

度和横截面尺寸与本文算例一致.箱梁受到偏心

距е＝２􀆰３５的竖向偏心均布荷载q＝２０kN/m 作

用.按本文方法求得跨中截面角点４和悬臂板端

点５处的畸变翘曲正应力,并将文献[８]中的理论

值和 ANSYS数值解一并列于表１.由表１可知,
本文考虑剪切变形影响后,计算结果略大于忽略剪

切变形影响的文献解,且更接近 ANSYS数值解.

表１　畸变翘曲正应力对比

Tab．１　Comparisonofdistortionwarping
normalstresses

计算点
畸变翘曲正应力/kPa

文献 本文 ANSYS

相对变化/％

文献 本文

４ ３．４０６ ３．８９７ ４．０４０ １５．６９３ ３．５４０

５ ６．８８４ ７．８７６ ８．１８９ １５．９３６ ３．８２２

注:相对变化＝|本文(文献)的畸变翘曲正应力－ANSYS求得的

畸变翘曲正应力|/ANSYS求得的畸变翘曲应正应力×１００％.

　　为了验证本文方法的正确性,按照本文方法计

算畸变翘曲正应力最大处(即八分之一跨截面处)
的角点１,２,３,４的畸变翘曲正应力σ.本文方法

应力计算值与忽略剪切变形影响的计算值一并列

入表２.由表２可知,考虑剪切变形时薄壁箱梁的

畸变翘曲正应力会略大于忽略剪切变形时,且畸变

翘曲正应力相对变化量绝对值不超过１􀆰８５％;在
截面上畸变翘曲正应力关于竖向轴呈反对称分布.

表２　各点处畸变翘曲正应力对比

Tab．２　Comparisonofdistortionwarpingnormal
stressesateachpoint

计算点

编号
应力

考虑剪切/
kPa

忽略剪切/
kPa

相对变化/
％

１ σ１ －１７２．４４ －１６９．２５ －１．８４

２ σ２ ５１３．８３ ５０４．３１ １．８５

３ σ３ －５１３．８３ －５０４．３１ －１．８４

４ σ４ １７２．４４ １６９．２５ １．８５
注:相对变化＝|考虑剪切的畸变翘曲正应力－忽略剪切的畸变翘

曲正应力|/考虑剪切的畸变翘曲正应力×１００％.

　　为了详细反映剪切变形在畸变横向弯矩中的

影响,每间隔四米取截面上计算点m 的畸变横向

弯矩计算结果列入表３,表中 M 表示不同横截面

上计算点m 处的畸变横向弯矩.考虑剪切变形影

响后,畸变横向弯矩的相对变化量不大于２􀆰３５％.
图７中σm 表示不同横截面上计算点m 处的

畸变翘曲应力.由图７的畸变翘曲应力分布曲线

可以看出,按本文方法求得的畸变翘曲应力存在两

个最大值,且应力曲线关于跨中截面对称.畸变翘

曲应力在八分之一跨截面处达到最大值.
为了验证本文方法的正确性,通过有限元数值

模拟软件 ANSYS进行验证.利用 SHELL６３壳
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单元对箱梁的畸变翘曲应力进行数值模拟计算.
在施加等效荷载时,将竖向反对称均布荷载分解为

顶板、左右腹板及底板的畸变荷载分量,并等效施

加于壳单元各节点上.本文取八分之一跨截面左

右两侧数据进行对比,从图７中每间隔两米分别取

考虑剪切变形、忽略剪切变形和 ANSYS数值模拟

计算的畸变翘曲应力σm 列入表４.由表４可知,
考虑剪切变形时的畸变翘曲应力相对变化较小,且
比忽略剪切变形时更接近 ANSYS数值解.

表３　畸变横向弯矩比较

Tab．３　Comparisonoftransversebending
momentsofdistortion

截面位置

z/m
横向

弯矩

考虑剪切/
kN􀅰m

忽略剪切/
kN􀅰m

相对变

化/％

４ M１ １２􀆰７４８ １２􀆰５７８ １􀆰３３

８ M２ ２１􀆰３１２ ２０􀆰９６０ １􀆰６５

１２ M３ ２５􀆰６３６ ２５􀆰１２４ １􀆰９９

１６ M４ ２７􀆰２８０ ２６􀆰６６５ ２􀆰２５

２０ M５ ２７􀆰６５１ ２７􀆰００２ ２􀆰３５
注:相对变化＝|考虑剪切的畸变横向弯矩－忽略剪切的畸变横向

弯矩|/考虑剪切的畸变横向弯矩×１００％.

图７　计算点m 处畸变翘曲应力变化曲线

Fig．７　Variationcurveofdistortionwarping
stressatcalculatedpointm

表４　畸变翘曲应力对比

Tab．４　Comparisonofdistortionwarpingstresses

截面位

置z/m

畸变翘曲应力/kPa

σm(考虑

剪切)
σm(忽略

剪切) ANSYS

相对变化/％

考虑剪切 忽略剪切

２ １１３􀆰３４ １１１􀆰８８ １３７􀆰７１ １７􀆰３７ １８􀆰４４

４ １６４􀆰０１ １６１􀆰３１ １７７􀆰９４ ７􀆰８３ ９􀆰３５

６ １７２􀆰６７ １６９􀆰０８ １７８􀆰２５ ３􀆰１３ ５􀆰１４

８ １５６􀆰１７ １５２􀆰１２ １６５􀆰２５ ５􀆰５０ ７􀆰９５

１０ １２７􀆰３２ １２３􀆰１７ １３３􀆰７５ ４􀆰８１ ７􀆰９１
注:相对变化＝|考虑剪切(忽略剪切)的畸变翘曲应力－ANSYS
求得的畸变翘曲应力|/ANSYS求得的畸变翘曲应力×１００％.

　　本文考虑剪切变形的影响后,单位长度梁段上

闭合框架顶板中点处的竖向剪力X 和横向位移δh

均增大,但单位长度箱梁畸变横向框架惯性矩减

小,导致λ减小.根据畸变控制微分方程和边界条

件,解得梁端处设置刚性横隔板的简支箱梁在满均

布畸变矩荷载作用下产生的畸变角和畸变双力矩

增大,从而可得畸变翘曲应力增大.
为了体现薄壁箱梁几何参数变化对畸变翘曲

应力的影响,定义梁高与箱梁跨度之比为ζ.取箱

梁跨度恒定为l,求得高跨比ζ从０􀆰０４增大至０􀆰１
时计算点m 处和点n 处在跨中截面及四分之一跨

截面的畸变翘曲应力变化曲线,如图８所示.由图

８可知,高跨比ζ从０􀆰０４增大至０􀆰１时,跨中截面

和四分之一跨截面上计算点m 处和n 处的畸变翘

曲应力近似呈线性增大.

图８　计算点m 处和点n处畸变翘曲应力变化曲线

Fig􀆰８　Variationcurveofdistortionwarping
stressesatpointsmandn

６　结　论

(１)本文基于力法原理,在计算畸变横向框架

应变能时近似考虑剪切变形的影响.考虑剪切变

形影响后得到的畸变翘曲应力增大,通过与现有文

献和 ANSYS壳单元数值解对比,进一步验证了本

文计算方法的合理性.
(２)考虑剪切变形的影响后,薄壁箱梁的畸变

翘曲正应力增大不超过１􀆰８５％;在截面上畸变翘

曲正应力关于竖向轴呈反对称分布.考虑剪切变

形和忽略剪切变形时相比,畸变横向弯矩的增大不

超过２􀆰３５％,其中跨中截面处变化率最大,靠近端

部处变化率最小.
(３)箱梁的高跨比对畸变翘曲应力分析的影响

较为显著.高跨比从０􀆰０４增大至０􀆰１时,跨中截

面和四分之一跨截面上箱梁顶板(底板)和腹板交

点的畸变翘曲应力近似呈线性增大,且两点在跨中

截面处的增大速率大于四分之一跨截面处.
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AnalysisondistortioneffectofthinＧwalledbox
girdersapproximatelyconsideringsheardeformation

LONGJunＧyi,　ZHANGYuanＧhai∗ ,　ZHOUFuＧcheng
(SchoolofCivilEngineering,LanzhouJiaotongUniversity,Lanzhou７３００７０,China)

Abstract:InordertostudytheinfluenceofsheardeformationonthedistortionofthinＧwalledbox
girders,theshearforcewasconsideredincalculatingthestrainenergyofaframeinanalyzingdistortion
effectbyapplyingatraditionalenergyvariationmethod􀆰Thegoverneddifferentialequationconsidering
thesheardeformationwasestablishedbyapplyingtheprincipleofminimumpotentialenergy,andthe
initialparametricsolutionexpressedintheform ofa Krylovfunction wasderivedforboxgirders
subjectedtoauniformlydistributeddistortionmomentload．Anumericalexamplewasgiventoanalyze
theinfluenceofsheardeformationonthedistortionwarpingstressandthetransversebendingmoment,
andverifiedbyfiniteelementsoftwareANSYS􀆰Theresultsshowthatthedistortionwarpingstress
calculatedbytheproposed methodisclosertotheshellelementsolutionofANSYSthanthatby
neglectingthesheardeformation．Afterconsideringthesheardeformationeffect,thedistortionwarping
stressincreasesbylessthan１􀆰８５％,andthetransversebendingmomentincreasesbylessthan２􀆰３５％．
TheheighttospanratioofthethinＧwalledboxgirderhasasignificanteffectonthedistortionwarping
stress􀆰

Keywords:thinＧwalledboxgirder;distortioneffect;energyvariationmethod;sheardeformation;initial
parametersolution
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