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摘　要:基于RungeＧKutta法实现对时间步长的自适应选择,研究提高非线性结构动力方程的计算精度.利用

RungeＧKutta公式的局部截断误差,得出误差估计值ξn ＋１,根据ξn ＋１的大小自适应调节时间步长的大小,为算法

提供一个判断语句,其能使算法流程图更加多样性.将该思想应用于经典RungeＧKutta算法和精细RungeＧKutta
算法中,得到自适应步长的经典RungeＧKutta算法和精细RungeＧKutta算法,使算法的时间步长依赖于给定的每步

误差限值,提高计算精度,数值算例论证了本文方法的有效性.
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１　引 言

１９９４年,钟万勰[１]放弃了传统数值积分法中

的差分格式,效仿哈密顿体系对偶变量的引入,提
出了精细积分法,为非线性系统的时程分析提供了

新的思路方法;赵秋玲[２]运用精细积分法将非线性

系统线性化求解;张森文等[３]将辛普生积分法引入

精细积分法中,得出求解系统响应的状态方程直接

积分法;裘春航等[４]用j次多项式来近似方程的非

线性部分,借助分段积分法求解;汪梦甫等[５]将高

斯积分方法与精细积分法中的指数矩阵运算技巧

相结合,建立精细积分法的更新形式及计算过程;
陈伯望等[６]将精细积分法与预估Ｇ校正 AdamsＧ
BashforthＧMoulton多步法相结合,该方法需要对

表头进行计算;李炜华等[７]提出了求解非线性结构

动力方程的辛时间子域法,该方法不必对状态矩阵

求逆,无需计算高阶导数,具有较高计算精度和稳

定性;王海波等[８]结合广义精细积分法和预估Ｇ校

正法,提出用于非线性动力分析的广义精细积分

法;王海波等[９]结合泰勒级数和广义精细积分法,
避免对状态方程求逆,提出一种对线性动力分析的

通用积分格式;王永等[１０]将精确积分法和微分求

积法结合起来,在计算过程中对未知值进行估计,
并提出了一种高效的精确积分单步法,避免了状态

矩阵的求逆;梅树立等[１１]利用龙贝格积分法的自

适应性解决时间步长的选择问题,提出了结构非线

性动力方程的自适应精细积分算法;李健等[１２]基

于积分区间逐次半分的思想实现了任意时间步长

的自适应求积;王海波等[１３]基于adams公式对时

间步长进行自适应调整,通过合理设置误差限,提
高计算精度和适用性.

本文基于RungeＧKutta法实现对时间步长的

自适应,使得时间步长依赖于给定的误差限值.利

用经典RungeＧKutta算法和精细RungeＧKutta算

法,得到自适应步长的经典RungeＧKutta算法和精

细RungeＧKutta算法.算例证明了该方 法 的 有

效性.

２　误差估计表达式

一阶微分方程

y􀅰 ＝f(x,y) (１)
以经典RＧK法(四阶RungeＧKutta法)为例

K１＝f(xn,yn)

K２＝f(xn ＋h/２,yn ＋(h/２)K１)

K３＝f(xn ＋h/２,yn ＋(h/２)K２)

K４＝f(xn ＋h,yn ＋hK３)

yn＋１＝yn ＋(h/６)(K１＋２K２＋２K３＋K４)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(２)



式(２)的局部截断误差约为O(h５),以时间节

点xn 为起点,先取时间步长为h,得到关于y(h)
n ＋１

(上标h表示以h 为时间步长计算得到的yn ＋１)的
局部误差表达式,即

y(xn＋１)－y(h)
n＋１≈ch５ (３)

式中 y(xn＋１)表示真实解,c为常数.接着取时间

步长为h/２,从时间节点xn 出发,计算两次到时间

节点xn＋１,得到关于y(h/２)
n＋１ (上标h/２表示以h/２为

时间步长计算得到的yn＋１)的局部误差表达式,即

　y(xn＋１)－y(h/２)
n＋１ ≈２c(h

２
)５ (４)

式(３)与式(４)相除得

　
y(xn＋１)－y(h/２)

n＋１

y(xn＋１)－y(h)
n＋１

≈１
１６

(５)

　y(xn＋１)－y(h/２)
n＋１ ≈１

１５
(y(h/２)

n＋１ －y(h)
n＋１) (６)

误差估计表达式为

ξ′(xn＋１)＝１
１５

(y(h/２)
n＋１ －y(h)

n＋１) (７)

ξ(xn＋１)＝max[abs(ξ′(xn＋１))] (８)

y(xn＋１)＝y(h/２)
n＋１ ＋ξ′(xn＋１) (９)

ξ(xn＋１)为每一时间步长内误差的估计值,式(９)
为此时间步长对y(xn＋１)的预估值.ξ(xn＋１)＜a
为算法程序结构提供了一个判断语句.给定误差

限值a,当ξ(xn＋１)＞a时,将时间步长减半,直到满

足ξ(xn＋１)＜a.
稳定性判断.当求解方法为单步法,如果式

(１)中的f(x,y)满足关于y的Lipschitz条件,方
法的局部截断误差εn＝O(hp＋１),初始值精确.则

方法的整体截断误差为en＝O(hp),且当p≥１时,
方法收敛.因此经典 RＧK 算法稳定,同时通过局

部截断误差去判断整体截断误差,本文采用 RＧK
法的整体截断误差均为O(h４).

３　算法流程

算法流程基于 RＧK 算法进行编写,如图１所

示.当前计算步的计算步长不影响下一计算步的

计算步长.将变步长算法的初始时间步长 Δt∗ 设

置为与定步长算法一样,便于与定步长算法进行对

比分析.

Δt∗ 设为算法流程(图１)设置的初始时间步

长,其是自适应步长精细积分算法计算问题时时间

步长的上限值,所有的时间步长都在其基础上进行

缩小,故能为自适应步长精细积分法提供一个最小

精度的保证.

图１　算法流程

Fig．１　Dateflowdiagram

a是人为设定的误差限值,在给定误差限值的

时候,要注意每一计算步误差的大小与采用 RＧK
公式的精度相关,对于四阶 RＧK公式,其局部截断

误差的大小是时间步长的５次方.根据实际问题

允许的误差范围,结合采用的 RＧK 公式的精度及

希望的时间步长的范围,综合考虑.

b是控制计算步长缩小的参数,在一个计算步

长内,函数的阶数越高,该计算步长的误差就越大,
就需要缩短计算步长,以降低计算步长内函数的阶

数.当一个计算步内的函数阶数越高,b值越大越

能提高计算效率,但当b值过大,计算量会增大.
一般b值取０．５.

４　经典RＧK自适应步长算法

４．１　经典RＧK法

非线性结构动力方程为

v􀅰 ＝Hv＋f(v,t) (１０)
经典RＧK法公式为

K１＝Hvn＋f(vn,tn)

K２＝H(vn＋(τ/２)K１)＋f(vn＋(τ/２)K１,tn＋τ/２)

K３＝H(vn＋(τ/２)K２)＋f(vn＋(τ/２)K２,tn＋τ/２)

K４＝H(vn＋τK３)＋f(vn＋τK３,tn＋１)

vn＋１＝vn＋(τ/６)(K１＋２K２＋２K３＋K４)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(１１)

４．２　经典RＧK自适应步长算法

经典RＧK自适应步长算法详细步骤为

Δt＝Δt∗ (１２)
式中 Δt∗ 为给定的初始时间步长.

从tn 出发,以Δt为时间步长,计算１次,得到

v(Δt)
n＋１

K１＝Hvn＋f(vn,tn)

K２＝H(vn＋(Δt/２)K１)＋f(vn＋(Δt/２)K１,tn＋Δt/２)

K３＝H(vn＋(Δt/２)K２)＋f(vn＋(Δt/２)K２,tn＋Δt/２)

K４＝H(vn＋ΔtK３)＋f(vn＋ΔtK３,tn＋１)

vn＋１＝vn＋Δt/６(K１＋２K２＋２K３＋K４)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(１３)
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从tn 出发,以Δt/２为时间步长,计算２次,得
到　v(Δt/２)

n＋１

τ′＝Δt/２
K１＝Hvn＋f(vn,tn)

K２＝H(vn＋(τ′/２)K１)＋f(vn＋(τ′/２)K１,tn＋τ′/２)

K３＝H(vn＋(τ′/２)K２)＋f(vn＋(τ′/２)K２,tn＋τ′/２)

K４＝H(vn＋(τ′K３)＋f(vn＋τ′K３,tn＋τ′)

v(Δt/２)
n＋τ′ ＝vn＋(τ′/６)(K１＋２K２＋２K３＋K４)

K１＝Hv(Δt/２)
n＋τ′ ＋f(v(Δt/２)

n＋τ′ ,tn＋τ′)

K２＝H(v(Δt/２)
n＋τ′ ＋(τ′/２)K１)＋f(v(Δt/２)

n＋τ′ ＋(τ′/２)K１,

　　tn＋３τ′/２)

K３＝H(v(Δt/２)
n＋τ′ ＋(τ′/２)K２)＋f(v(Δt/２)

n＋τ′ ＋(τ′/２)K２,

　　tn＋３τ′/２)

K４＝H(v(Δt/２)
n＋τ′ ＋τ′K３)＋f(v(Δt/２)

n＋τ′ ＋τ′K３,tn＋１)

v(Δt/２)
n＋１ ＝v(Δt/２)

n＋τ′ ＋(τ′/６)(K１＋２K２＋２K３＋K４)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
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ï
ï
ï
ï
ï
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(１４)
根据式(７,８)

ξn＋１＝max{abs[(１/１５)(v(Δt/２)
n＋１ －v(Δt)

n＋１)]}
(１５)

当ξn＋１≤a时,执行式(１６),计算下一计算步,
初始时间步长为Δt∗.

vn＋１＝v(Δt/２)
n＋１ ＋(１/１５)(v(Δt/２)

n＋１ －v(Δt)
n＋１) (１６)

当ξn＋１＞a时,执行式(１７),返回式(１３,１４),
重新计算该计算步.

Δt＝bΔt (１７)

５　精细RＧK自适应步长精细积分法

５．１　精细RＧK法

精细RＧK算法[１４]公式为

K１＝eHΔtf(vn,tn)
K２＝eHΔt/２f(vn ＋K１/２,tn ＋Δt/２)
K３＝eHΔt/２f(vn ＋K２/２,tn ＋Δt/２)
K４＝f(vn＋K３,tn＋１)
vn＋１＝eHΔtvn ＋(Δt/６)(K１＋２K２＋２K３＋K４)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１８)

５．２　精细RＧK自适应步长精细积分法

精细RＧK自适应步长算法详细步骤为

Δt＝Δt∗ (１９)
式中 Δt∗为给定的初始时间步长.与经典RＧK自

适应步长精细积分法步骤相同

K１＝eHΔtf(vn,tn)
K２＝eHΔt/２f(vn ＋K１/２,tn ＋Δt/２)
K３＝eHΔt/２f(vn ＋K２/２,tn ＋Δt/２)
K４＝f(vn＋K３,tn＋１)
v(Δt)

n＋１ ＝eHΔtvn ＋(Δt/６)(K１＋２K２＋２K３＋K４)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(２０)

τ′＝Δt/２
K１＝eHτ′f(vn,tn)
K２＝eHτ′/２f(vn ＋K１/２,tn ＋τ′/２)
K３＝eHτ′/２f(vn ＋K２/２,tn ＋τ′/２)
K４＝f(vn ＋K３,tn ＋τ′)
v(Δt/２)

n＋τ′ ＝eHτ′vn ＋(τ′/６)(K１＋２K２＋２K３＋K４)
K１＝eHτ′f(v(Δt/２)

n＋τ′ ,tn ＋τ′)
K２＝eHτ′/２f(v(Δt/２)

n＋τ′ ＋K１/２,tn ＋３τ′/２)
K３＝eHτ′/２f(v(Δt/２)

n＋τ′ ＋K２/２,tn ＋３τ′/２)
K４＝f(v(Δt/２)

n＋τ′ ＋K３,tn＋１)
v(Δt/２)

n＋１ ＝v(Δt/２)
n＋τ′ ＋(τ′/６)(K１＋２K２＋２K３＋K４)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(２１)
执行式(１５)
当ξn＋１≤a时,执行式(１６),计算下一计算步,

初始时间步长为Δt∗.
当ξn＋１＞a时,执行式(１７),返回式(２０,２１),

重新计算该计算步.

６ 自适应步长算法和定步长算法

数值算例对比分析

算例１　刚度软化问题[１５].已知非线性结构

动力方程ẍ＋４π２×５－tx＝０,初始条件为x０＝０．１,

x􀅰
０＝０,设x＝v１,x

􀅰＝v２,相应的一阶微分方程组

为
v􀅰１

v􀅰２
{ }＝ ０ １

１ ０[ ]
v１

v２
{ }＋ ０

(－１－４π２×５－t)v１{ }
采用经典RＧK法、经典RＧK自适应步长算法、

精细RＧK法和精细 RＧK 自适应步长算法进行求

解.经典RＧK法和经典RＧK自适应步长算法对比

结果如图２所示,各时间段内包含时间节点的数量

列入表１.精细 RＧK法和精细 RＧK自适应步长算

法对比结果如图３所示,各时间段内包含时间节点

的数量列入表２.经典RＧK法Δt＝０．１s;经典RＧ
K 自 适 应 步 长 算 法 Δt∗＝０．１s,a ＝１．０×
１０－７ mm,b＝０．５;精细RＧK法Δt＝０．０１s;精细RＧ
K自适应步长算法Δt∗＝０．０１s,a＝１．０×１０－７ mm,
b＝０．５.

表１　各时间段包含时间节点的个数

Tab．１　Numberoftimenodesineachtimeperiod
　　时间段 ０s~１s １s~２s ２s~３s３s~４s

经典 RＧK算法 １０ １０ １０ １０
经典 RＧK自适应步长算法 １９ １１ １０ １０

表２　各时间段包含时间节点的个数

Tab．２　Numberoftimenodesineachtimeperiod
　　时间段 ０s~１s １s~２s ２s~３s３s~４s

精细 RＧK算法 １００ １００ １００ １００
精细 RＧK自适应步长算法 １５１ １００ １００ １００
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(注:图２(b)中,经典 RＧK自适应步长算法的绝对误差

时程曲线和横坐标轴重合.)

图２　以经典 RＧK算法为基础的对比结果

Fig．２　ComparisonresultsbasedontheclassicalRＧKalgorithm

图３　以精细 RＧK算法为基础的对比结果

Fig．３　ComparisonresultsbasedonthepreciseRＧKalgorithm

根据图２(或图３)可知,由经典 RＧK算法和经

典RＧK自适应步长算法(或精细 RＧK 算法和精细

RＧK自适应步长算法)对比可知,自适应步长算法

的精度高于定步长算法.原因可以由表１(或表２)
得到,在０s~１s的时间段内,自适应步长算法比

定步长算法多出９(５１)个时间节点.说明自适应

步长的精细积分法能够缩小计算步误差较大时间

段内的时间步长,从而提高该时间段内的计算精

度,进一步提高整体的计算精度.
由表１(或表２)可知,在１s~４s的时间段内,

定步长算法和自适应步长算法的时间步长一样的,

仅在０s~１s的时间段内,自适应步长算法的时间

步长小于定步长算法的时间步长.所以初始时间

段内计算步的误差会影响后续计算步的精度,对于

初始时间段内计算步误差较大的问题,更能够体现

出自适应步长算法的优越性.

算例２　求解非线性方程(二阶)xẍ＋x􀅰２＝０,
该方程有解析解.其解析解为x＝ ７．２t＋０．０９.
x＝v１,x

􀅰 ＝v２,初值条件为x０＝０．３,x􀅰
０＝１２.相

应的一阶微分方程组为

　V
􀅰
(t)＝H(t)V(t)＋f(t)

　
v􀅰１

v􀅰２
{ }＝

０ １
０ －v２v－１

１

é

ë
êê

ù

û
úú

v１

v２
{ }＋

０
０{ }

本文对应的状态方程形式为

　V
􀅰
(t)＝HV(t)＋f(V,t)

　
v􀅰１

v􀅰２
{ }＝ ０ １

１ ０
é

ë
êê

ù

û
úú

v１

v２
{ }＋

０
－v２

２v－１
１ －v１

{ }
采用经典RＧK和经典RＧK自适应步长算法进

行求解.经典RＧK法和经典RＧK自适应步长算法

对比结果如图４所示,各时间段内包含时间节点的

数量列入表３.不同误差限值a条件下,经典 RＧK
自适应步长算法计算过程中,最大绝对误差列入

表４.不同时间步长条件下,经典RＧK算法的位移

时程曲线如图５所示.

图４　Δt＝Δt∗＝０．０１s时两种方法的对比结果

Fig．４　Comparisonofthetwomethods(Δt＝Δt∗＝０．０１s)
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方法１,经典RＧK自适应步长算法;方法２,经
典RＧK 算 法.图 ４ 和 表 ３ 中 方 法 １ 的 参 数 为

Δt∗＝０．０１s,a＝１．０×１０－７ mm.

表３　图４中两种方法各时间段包含时间

节点的数量

Tab．３　Numberoftimenodesineachtimeperiod
ofthetwomethodsinFig．４

时间段 ０s~１s １s~２s ２s~３s ３s~４s ４s~５s

方法１ １１７ １００ １００ １００ １００
方法２ １０１ １００ １００ １００ １００

图５　不同时间步长条件下采用方法２求解的位移时程曲线

Fig．５　Displacementcurvessolvedbymethod２underdifferent
timesteps

表４　Δt∗＝０．０１s,不同a值时方法１在５s内包含时间节点的个数及最大误差

Tab．４　Numberoftimenodesandthemaximumerrorincludedinthemethod１within５s
withdifferentavalues

a＝１．０×１０－５ a＝１．０×１０－６ a＝１．０×１０－７ a＝１．０×１０－８ a＝１．０×１０－９

节点个数 ５０３ ５０７ ５１８ ５４４ ６０５
MAX(R(x１)) ０．００７３４７ ０．００２４９５ ０．０００９５３ ０．０００３３６ ０．０００１１３

　　由表３可知,经典 RＧK 自适应步长算法在时

间段０s~１s内的时间节点个数为１１７个,比相应

时间段经典RＧK算法的时间节点数量多１６个,但
从图４可以看出,经典 RＧK 自适应步长算法的精

度比经典 RＧK 算法高一阶.在０s~１s时间段

内,计算步的误差较大,故经典 RＧK自适应步长算

法通过减小该时间段内的时间步长,提高该时间段

内的精度,从而提高整体的计算精度.
由表４可知,a值设置越小,计算的时间节点

个数越多,故计算的精度越高.对于该问题,时间

节点的个数仅增加１６个,但对精度显著提高.
图５表明了经典 RＧK 算法稳定性的情况,当

时间步长Δt＝０．１s和 Δt＝０．１５s时,该算法是

不稳定的.
算例３　刚度硬化问题[１５].已知非线性结构

动力ẍ ＋４π２/９×５３/２tx ＝０,初始条件为x０＝０．
１,x􀅰

０＝０.设x＝v１,x
􀅰＝v２,一阶微分方程组为

V
􀅰
(t)＝H(t)V(t)＋f(t)

v􀅰１

v􀅰２
{ }＝

０ １
－４π２/９×(５３/２t) ０{ }

v１

v２
{ }＋ ０

０{ }
本文对应的状态方程形式为

V
􀅰
(t)＝HV(t)＋f(V,t)

v􀅰１

v􀅰２
{ }＝ ０ １

１ ０{ }
v１

v２
{ }＋

０

－１－４π２

９
􀅰５３/２t)vi{ }

采用经典RＧK法、经典RＧK自适应步长算法、
精细RＧK法和精细 RＧK 自适应步长算法进行求

解.经典RＧK法和经典RＧK自适应步长算法对比

结果如图６所示,各时间段内包含时间节点的数量

列入表５.精细 RＧK法和精细 RＧK自适应步长算

法对比结果如图７所示,各时间段内包含时间节点

的数量列入表６.图６中经典RＧK自适应步长算法

的参数为a＝１．０×１０－７ mm,b＝０．５和 Δt∗＝
０．０１s;图７中精细RＧK自适应步长算法的参数

为a＝１．０×１０－７ mm,b＝０．５和Δt∗＝０．０００５s.

图６　Δt＝Δt∗＝０．０１s时两种算法的对比结果

Fig．６　Comparisonofthetwomethods(Δt＝Δt∗＝０．０１s)
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图６(b)中经典 RＧK 自适应步长精细积分法的误

差曲线和横坐标轴几乎重合.
从图６(或图７)可以看出,自适应步长精细积

分法的精度高于相应定步长精细积分法的精度,原
因由表５(或表６)可知,本算例在２．５s~３s时间段内

计算步误差较大,所以自适应步长精细积分法通过缩

短该时间段内的时间步长,提高整体的计算精度.

７　误差限值的讨论

　　将误差估计表达式应用于经典RungeＧKutta
图７　Δt＝Δt∗＝０．０００５s时两种算法的对比结果

Fig．７　Comparisonofthetwoalgorithms(Δt＝Δt∗＝０．０００５s)

表５　图６两种算法各时间段包含时间节点的个数

Tab．５　NumberoftimenodesineachtimeperiodofthetwoalgorithmsinFig．６
　　　　时间段 ０s~０．５s ０．５s~１．０s １．０s~１．５s １．５s~２．０s ２．０s~２．５s ２．５s~３．０s

经典 RＧK算法 ５０ ５０ ５０ ５０ ５０ ５０
经典 RＧK自适应步长算法 ５０ ５０ ５０ ５０ ５０ ９５

表６　图７两种算法各时间段包含时间节点的个数

Tab．６　NumberoftimenodesineachtimeperiodofthetwoalgorithmsinFig．７
　　　　时间段 ０s~０．５s ０．５s~１．０s １．０s~１．５s １．５s~２．０s ２．０s~２．５s ２．５s~３．０s

精细 RＧK算法 １０００ １０００ １０００ １０００ １０００ １０００
精细 RＧK自适应步长算法 １０００ １０００ １０００ １０００ １０００ １６６６

法中,但不进行时间步长的调整,对算例进行求

解,得出不同时间步长条件下,各时间段内所有计

算步误差的误差估计平均值.
如果不考虑求解具体问题对计算步误差的影

响,那么当时间步长分别为Δt＝０．１s,Δt＝０．０１s
和Δt＝０．００１s对应的计算步误差的限值为１×
１０－４,１×１０－８和１×１０－１２.由表７可知,对于该问

题,每一计算步的误差都满足误差限值的要求.
如果设置误差限值时不考虑求解具体问题的影

响,那么当时间步长分别为Δt＝０．１s,Δt＝０．０１s
和Δt＝０．００１s对应的误差限值为１×１０－４,１×
１０－８和１×１０－１２.由表８可知,０s~１s时间段内

的计算步误差不满足误差限值的要求,在采用自适

应步长精细积分法进行求解时,会缩短时间步长,
满足误差限值的要求,提高整体的计算精度.

如果设置误差限值时不考虑求解具体问题的

影响,那么当时间步长分别为Δt＝０．０１s和Δt＝
０．００１s对应的误差限值为１×１０－８和１×１０－１２.

由表９可知,２．５s~３．０s时间段内的计算步误差

不满足误差限值的要求,在采用自适应步长精

表７　算例１不同时间步长条件下各个时间段内

　所有计算步误差估计的平均值

Tab．７　Averageoftheerrorineachtimeperiod
inexample１

时间段 ０s~１s １s~２s ２s~３s ３s~４s

Δt＝０．１s ９×１０－７ ４×１０－８ ２×１０－９ １×１０－１０

Δt＝０．０１s １×１０－１１ ２×１０－１３ １×１０－１４ １×１０－１５

Δt＝０．００１s １×１０－１６ ２×１０－１８ ５×１０－１９ ３×１０－１９

表８　算例２不同时间步长条件下各个时间段内

所有计算步误差估计的平均值

Tab．８　Averageoftheerrorineachtimeperiod
inexample２

　时间段 ０s~１s １s~２s ２s~３s ３s~４s ４s~５s

Δt＝０．１s ５×１０－３ ５×１０－８ ３×１０－８ ２×１０－８ １×１０－８

Δt＝０．０１s ６×１０－７ ２×１０－１２ ２×１０－１２ １×１０－１２ １×１０－１２

Δt＝０．００１s５×１０－１１ ２×１０－１６ ２×１０－１６ １×１０－１６ １×１０－１６

表９　算例３不同时间步长条件下各个时间段内所有计算步误差估计的平均值

Tab．９　Averageoftheerrorineachtimeperiodinexample３
时间段 ０s~０．５s ０．５s~１．０s １．０s~１．５s １．５s~２．０s ２．０s~２．５s ２．５s~３．０s

Δt＝０．０１s ４×１０－１３ ９×１０－１２ １×１０－１０ ２×１０－９ ３×１０－８ ５×１０－７

Δt＝０．００１s ５×１０－１８ ９×１０－１７ １×１０－１５ ２×１０－１４ ３×１０－１３ ５×１０－１２
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细积分法进行求解时,会缩短时间步长,满足误差

限值的要求,提高整体的计算精度.
综上所述,在设置误差限值a时,可以不考虑

求解具体问题的影响,只考虑采用的RungeＧKutta
公式阶数和时间步长的大小.当由于求解具体问

题的影响导致某些时间段内的计算步误差不满足

误差限值a的要求时,自适应步长精细积分法就会

缩短时间步长,从而满足误差限值的要求,进而提

高整体的计算精度.

８　结　论

本文基于RungeＧKutta公式实现了对时间步

长进行自适应调整,将其应用于经典RＧK法和精细

RＧK法中,得到经典RＧK自适应步长算法和精细RＧ
K自适应步长算法.主要内容和结论如下.

(１)经典RＧK自适应步长精细积分法和精细

RＧK自适应步长算法的初始时间步长 Δt∗ 是算法

求解问题过程中时间步长能达到的最大值,故为整

体计算精度提供一个最低的精度保障.
(２)在计算步误差较大时间段,自适应步长精

细积分法能够缩短该时间段内的时间步长,从而提

高该时间段的计算精度,进一步提高整体的计算精

度.对于初始时间段内计算步误差较大的问题,该
时间段内产生的较大计算误差对后续计算步精度

的影响是巨大的,所以对于初始时间段内计算步误

差较大的问题,更加能够体现出自适应步长精细积

分法的优越性.
(３)基于RungeＧKutta公式得到实现自适应

步长的方式,将该方式应用于经典 RＧK 算法和精

细RＧK算法中,得到经典 RＧK 自适应步长算法和

精细RＧK自适应步长算法能够解决刚度硬化问题

和刚度软化问题,具有广泛的适用性.
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Adaptivestepnumericalalgorithmfornonlinearstructuraldynamicequations

WANGHaiＧbo∗ ,　WANGHongＧshen,　JIHaiＧchao
(SchoolofCivilEngineering,CentralSouthUniversity,Changsha４１００７５,China)

Abstract:Inthispaper,weexaminetheenhancementofcomputationalaccuracyofnonlinearstructural
dynamicequationsbyusingadaptiveselectionofthetimestepbasedonRungeＧKuttamethod．Thelocal
truncationerrorofRungeＧKuttaformulaisusedtoobtaintheerrorestimatevalueξn ＋１,andthesizeof
thetimestepisadaptivelyadjustedaccordingtothesizesofξn ＋１,providingξn ＋１judgmentstatementfor
thealgorithm,whichcanmaketheflowchartofthealgorithm morediverse．Thisideaisappliedtothe
classicalRungeＧKuttaalgorithmandthefineRungeＧKuttaalgorithm,andtheadaptivestepsizesofthe
classicalRungeＧKuttaalgorithmandthefineRungeＧKuttaalgorithmareobtained,sothatthetimestep
sizeofthealgorithmisdependentonthegivenerrorlimitofeachsteptoimprovethecalculation
accuracy．Numericalexamplesdemonstratethevalidityoftheproposedideas．

Keywords:nonlineardynamicequation;adaptivestep;preciseintegration;RungeＧKutta
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