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摘　要:提出一种基于多项式和三角函数混合的形函数及其构造方法,结合 Gurtin变分原理和加权余量法,建立

了三种时域有限元方程,从而为描述变量的时变特性提供了更灵活和多样的选择.在基于增维降阶一阶动力方

程的时域有限元计算中,提出了一种算法稳定的分析方法,当形函数形式、时间步长及节点数给定,可通过数值计

算对算法的稳定性进行判定.通过算例对所提方法的有效性进行了数值验证,考虑了多项式、简谐荷载作用下

常/变刚度、质量的动力问题,探讨了不同时间有限元建模方式、形函数、插值点个数、时间步长等因素对计算精度

和计算效率的影响,并与解析解、Newmark法、中心差分法等进行了比较,得到了满意的结果.
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１　引 言

时域有限元方法为求解动力问题提供了一种

有效的数值计算手段,其主要思想是利用 Gurtin
变分原理[１]、Hamilton原理[２]或加权余量法[３]等,
在时域建立有限元求解方程,而不是通过差分或逐

步积分等方法[４,５]将动力方程在时域离散并进行

求解.于开平等
[６]

在对当时国内外相关研究进展

综述的基础上,进一步阐述了时域有限元方法研究

的必要性及发展前景.赵振峰等[７]从单自由度振

动问题出发,结合时域降维与加权余量法,建立了

一个单步求解的时域有限元方程,可降低对插值多

项式的阶次要求,并进行了算法的稳定性分析.基

于 Gurtin 变分原理,马立明等[８Ｇ１０]等推导了计算

结构动力响应的逐步积分法;罗志国等[１１]对平面

动力问题进行了分析.隋永枫等[１２,１３]基于分析动

力学与分析结构力学在数学理论上的一致性,提出

了时间Ｇ空间混合有限元方法,既继承了有限元保

辛的优良特性,又可灵活有效地处理动力/波动

问题.
时域有限元方法的一个潜在优点是能够灵活

选择形函数的形式[６,１４],从而可根据不同的载荷形

式,更精细模拟变量的时变特性.目前研究中,形
函数多采用 Hermite多项式[８,９,１１,１５],也有学者采

用其他形式的形函数近似表达结构的瞬态响应,如
样条函数[３]、拉格朗日多项式[１６]等.

此外,以往工作大多基于二阶动力方程构建时

域有限元方程.也有一些学者从增维降阶的一阶

动力方程出发,基于加权余量法建立了不同形式的

时域有限元方程[１５Ｇ１７].在一阶系统相关的时域有

限元方程中,位移和位移速度作为独立变量求解,
往往会提高问题的求解精度[１７].在形式上与二阶

动力方程相同的二阶非傅里叶热传导方程的求解

中,通过方程降阶,并将温度与温度对时间的导数

作为独立变量考虑,可描述速度的间断行为[１８].
本文基于二阶动力方程和增维降阶的一阶动

力方程,利用加权余量法和 Gurtin变分原理,建立

三种时域有限元方程,提出了一种由多项式和三角

函数为基底的混合形函数及其构造方法.在算例

中,分别对简谐、多项式函数等荷载激励下的常/变

刚度、质量问题,以及一个二维齿轮状结构的动力

问题进行求解,探讨了形函数形式、单元节点个数、



时间步长及时域有限元建模方式等对计算精度和

计算效率的影响,并对算法稳定性进行了分析.所

得计算结果与解析解、Newmark解、中心差分解进

行比较,得到了令人满意的结果.

２　时域有限元方程的构建

经空间有限元离散后,系 统 的 动 力 方 程 可

写为[１９]

Mu
􀅰􀅰(t)＋Cu

􀅰(t)＋Ku(t)＝f(t) (１)
式中 M,C,K 分别为n×n的质量、阻尼、刚度矩

阵,f(t)为n×１阶的荷载向量,u
􀅰􀅰 ,u􀅰 ,u分别代表

n×１阶的位移向量、位移速度向量和位移加速度

向量,时域计算区间t∈ [０,T].初始条件为

u(０)＝u０,u
􀅰(０)＝u􀅰０ (２)

令v＝u􀅰,U＝ v u{ } T可得到增维降阶的一阶

动力方程

AU
􀅰
＋BU＝F (３)

式中

A＝
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０ I

é

ë
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ù

û
úú ,B＝
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ë
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ù

û
úú (４)

F＝[f(t) ０]T,I为n×n阶单位阵,初始条

件为

U０＝[v０ u０]T (５)
将区间 [０,T]做分段离散,在每个离散时段

内取m 个时间节点.对二阶动力方程式(１),通过

时间节点位移向量u－ 将时段内的位移u近似为

u＝Nu－ (６)
式中N 为形函数矩阵

N(t)＝[φ１􀅰In×n φ２􀅰In×n ．．． φm􀅰In×n]
(７)

φi(t)为形函数.
时段内的速度v近似为

v＝N
􀅰
u－ (８)

N
􀅰
(t)为N 对时间的一阶导数矩阵.

将计算得到的时段末节点位移和速度值作为下

一时间步的初值,从而可递进求解相关的动力问题.
对于一阶动力方程式(３),通过时间节点向量

U 将U 近似为

U＝N
~
U (９)

形函数矩阵为

N
~(t)＝[φ１􀅰I２n×２n φ２􀅰I２n×２n ．．． φm􀅰I２n×２n]

(１０)
２．１　基于Gurtin变分原理和二阶动力方程的时域

有限元方程

　　式(１)对应的 Gurtin泛函为[９]

Πu ＝１
２u􀅰TM∗u􀅰＋１

２u􀅰TC∗u＋１
２uTK∗u－

u􀅰T
０Mu－１

２uT
０Cu－fT∗u

(１１)
算子 ∗ 代表两个时间函数的卷积

φ(t)∗ψ(t)＝∫
t

０
φ(t－τ)ψ(τ)dτ (１２)

将式(６)代入式(１１)并取δΠu ＝０可得

N
􀅰

TM∗N
􀅰
＋N

􀅰
TC∗N＋NTK∗N( )u－－

NTMu
􀅰
(０)－１

２NTCu(０)－NT∗f＝０
(１３)

２．２　基于Gurtin变分原理和一阶动力方程的时域

有限元方程

　　式(３)对应的 Gurtin泛函为[２０]

ΠU ＝１
２U

􀅰
TA∗U＋１

２UTB∗U－１
２UT

０A∗U－

FT∗U (１４)
在时段 [０,Δt]内,将式(９)代入式(１４)并取

δΠU ＝０,得

N
~
􀅰

TA∗N
~
＋N

~TB∗N
~

( )U
－
＝１

２N
~TAU０＋N

~T∗F

(１５)

令U
－
＝ U０ Un－１ Un[ ]T,式(１５)可进一步

写为

S１１ S１２ S１３
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(１６)

式中U０ 为时段起始节点值向量,Un－１ 为时段中间

节点值向量,Un 为时段终点值向量

S＝N
~
􀅰

TA∗N
~
＋N

~TB∗N
~ (１７)

r＝１
２N

~TA,p＝N
~T∗F (１８)

经式(１６)可导出

Un ＝Q１U０＋α１(β１pn－１－pn) (１９)
式中Q１ 为传递矩阵

Q１＝α１[β１(rn－１－S２１)＋S３１－rn] (２０)

α１＝[S３２S－１
２２S２３－S３３]－１,β１＝S３２S－１

２２ (２１)
从而第k个时间区段的终点值向量Uk,n 可直接通

过初始向量U１,０ 由式(２２)给出

Uk,n ＝Q１
kU１,０＋∑

k

i＝１Q
k－i
１ α１ β１pi,n－１－pi,n( )

(２２)

２．３　基于加权余量法和一阶动力方程的

时域有限元方程

　　在时间区段 [０,Δt],将权函数取作与式(９)相
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同的形式V＝N
~
V
－ ,利用加权余量法可得[２１]

∫
Δt

０
V
－TN

~
􀅰

TAN
~

,tdt＋∫
Δt

０
V
－TN

~TBN
~
dt( )U

－

＝

∫
Δt

０
V
－TN

~TN
~
F
－
dt (２３)

由V 的任意性有

∫
Δt

０
N
~
􀅰

TAN
~
dt＋∫

Δt

０
N
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~
dt( )U

－

＝∫
Δt

０
N
~TN

~
Fdt

(２４)

令U
－
＝ U０ Un－１ Un[ ]T,式(２４)可写为

H１１ H１２ H１３

H２１ H２２ H２３
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式中

H＝∫
Δt

０
N
~
􀅰

TAN
~
dt＋∫

Δt

０
N
~TBN

~
dt (２６)

q＝∫
Δt

０
N
~TN

~
Fdt (２７)

由式(２５)可导出

Un ＝Q２U０＋α２(β２qn－１－qn) (２８)
式中

Q２＝α２ H３１－β１H２１( ) (２９)

α２＝[H３２H－１
２２H２３－H３３]－１,β２＝H３２H－１

２２

(３０)
进而

Uk,n ＝Qk
２U１,０＋∑

k

i＝１Q
k－i
２ α２ β２qi,n－１－qi,n( )

(３１)

３　混合形函数及构造方法

本节提出一种基函数由多项式和三角函数混

合构成的形函数.

３．１　形函数的构造方法

考虑一个单自由度问题,首先通过一组基函数

Ψj(t)的线性组合将u近似表达为[２２]

u(t)＝∑
m

k＝１gkΨk＝ g{ }T{Ψ} (３２)

另一方面,可通过形函数和时间节点向量将u
表示为

u(t)＝Nu－＝∑
m

k＝１φku－k (３３)

φk 需满足
[２３]

φi tj( )＝δij ＝
１ (i＝j)

０ (i≠j){ 　(i,j,􀆺,m)

(３４)
从而

{g}＝[C]－１{u－} (３５)

式中 [C]是一个转换矩阵

Cij ＝Ψj(ti)　(i,j＝１,２,􀆺,m) (３６)
形函数与基函数的关系为

{φ}＝[C]－T{ψ} (３７)

３．２　混合形函数

设式(３２)由三角函数和多项式混合构成

u(t)＝∑
n０

k＝１
aktk－１＋∑

n１

i＝１
AicosiπtΔt＋BisiniπtΔt

æ

è
ç

ö

ø
÷

(３８)

m＝n０＋２n１(n０ ≥１) (３９)

基函数

Ψi(t)＝

ti－１ (i≤n０)

cos((i－n０)πt/Δt) (n０ ＜i≤n０＋n１)

sin((i－n０－n１)πt/Δt) (n０＋n１ ＜i≤m)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(４０)

式(４０)相关的形函数由式(３７)给出.取n０ ＝

n１＝２,各形函数在时段 [０,１]内随时间的变化如

图１所示.

图１　形函数随时间的变化(n０＝n１＝２)
Fig．１　Variationofshapefunctionswith

timeforn０＝n１＝２

由于本文形函数的多样性,目前给出∑φi＝１的

一般性理论证明似较为困难.为此在计算中对这

一性质进行了数值检验,即对所有使用的形函数,
随机选取时间段和时段内的时间点并计算∑φi.
图２给出了在时段[０,１]上取３０个随机时间点,不
同形函数的∑φi 的计算结果,均满足∑φi＝１.

图２　∑φi 在时段[０,１]上随随机时间点的变化

Fig．２　Variationof∑φiatrandomtime
pointsintimeperiod[０,１]
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４　数值算例

算例１和算例２考虑单自由度系统,对不同形

式荷载作用下的常/变刚度、质量动力问题进行求

解,算例３对一个二维齿轮状结构进行了动力响应

分析.
在算例３中,为更简明地验证和分析算法的有

效性,假定所有变量和参数均为无量纲.以 G１Ｇ
TFE,G２ＧTFE,WＧTFE 分别代表式(１３)、式(１５)
和式(２４)对应的时域有限元方法.

４．１　单自由度系统受迫振动

计算参数:M＝１,C＝０,K＝１,u(０)＝u􀅰(０)＝
０,T＝２０,荷载由式(４１)给出.

　　f(t)＝０．０２t２－０．００２t３－０．２t－２ (４１)
解析解为

u(t)＝２．０４cost＋０．１８８sint－０．００２t３＋
０．０２t２－０．１８８t－２．０４

(４２)
采用全局误差范数[２４]对计算精度进行评估:

Edis ＝ ∑
N

i＝１
[ui－ui,r]２/∑

N

i＝１u
２
i,r ×１００％

(４３)

Evel ＝ ∑
N

i＝１
[vi－vi,r]２/∑

N

i＝１v
２
i,r ×１００％

(４４)
式中ui 和vi 为第i个时间节点的位移和速度数值

解,ui,r和vi,r代表与此对应的解析解,N 为时段

[０,T]的时间节点总数.
表１给出中心差分法和Newmark法在不同步

长下,计算得位移解的全局误差范数对比,随步长

的增大,这两种方法计算精度显著降低.本文方法

取不同步长和形函数时计算结果的比较列入表２.

表１　 不同Δt下Central和 Newmark的Edis 比较

Tab．１　Comparisonoferrornormsgivenby
CentralandNewmarkusingdifferentΔt

Method Δt ０．５ ０．２ ０．１ ０．０５ ０．０２ ０．０１

Central Edis ８．７０ ３．２１ １．６４ ０．８３ ０．３４ ０．１７

Newmark Edis １０．１９ ３．０５ １．３４ ０．６２ ０．２４ ０．１２

　　以上比对表明,三种时域有限元方法取 Δt＝
４,n０＝４,n１＝２,与步长为Δt＝０􀆰０１的 Newmark
和中心差分法相比,计算精度更高;当Δt＝４时,增
加三角函数占比/当Δt＝１时增加多项式函数占

比,精度提高更明显;在相同步长和形函数下,G２Ｇ
TFE和 WＧTFE计算误差小于 G１ＧTFE,其中 G２Ｇ
TFE的计算误差小于 WＧTFE.

表２　 不同形函数和Δt下本文方法

误差范数比较

Tab．２　Comparisonoferrornormsgivenby
proposedmethodsusingdifferentshape

functionandΔt
Method

(n０,n１) Δt

G１ＧTFE

４ １

G２ＧTFE

４ １

WＧTFE

４ １

(３,２) Edis ０．１０６ ０．０８４ ０．０４７０．０１２ ０．０８４０．０１４

Evel ０．４８５ ０．３００ ０．１６１０．０４９ ０．３４００．０５３
(４,２) Edis ０．０１７ ０．００３ ０．００６０．０００ ０．０１２０．０００

Evel ０．０６３ ０．０１２ ０．０２４０．００２ ０．０４２０．００２
(３,３) Edis ０．０１１ ０．０１１ ０．００７０．００１ ０．００７０．００１

Evel ０．０４９ ０．０３８ ０．０２５０．００４ ０．０２９０．００５

４．２　变刚度、变质量问题

计算参数:M ＝e－αt,C＝０􀆰２π,K ＝４π２(１－

βe－t)f(t)＝１０sinπt,u(０)＝０􀆰２,u􀅰(０)＝０.
考虑变刚度系统(α＝０,β＝１),取n０＝４,n１＝２,

Δt＝０．１,在不同时刻(t＝２,４,６,８,１０),比较本文解与

收敛的Newmark法解,相对误差均在１％以内.
对于变质量系统(α＝１,β＝０),因 Gurtin泛函

涉及质量矩阵的卷积,式(１３)和式(１５)不再适用,
因此采用 WＧTFE 求解该问题.取n０＝４,n１＝２,

Δt＝０．２,在不同时刻(t＝１,２,３,４,５,６),比较本文

解与收敛的 Newmark法解,位移、速度解的最大

相对误差分别为０􀆰０１１％和０􀆰０１３％.

４．３　二维齿轮状结构的动力响应分析

图３(a)为一个二维齿轮状结构及相关边界条

件的示意图,采用多边形比例边界有限单元[２５]进

行空间离散,空间节点个数为２１１２,最大总体自由度

为５０６８８,比例边界有限单元网格如图３(b)所示.

图３　二维齿轮状结构

Fig．３　A２DgearＧshapedstructure

　　计算参数:E＝２×１０１１,ρ＝７８５０,ν＝０．３,阶跃

均布荷载为p＝１０８.以收敛的时域分段自适应比

例边界有限元方法(TPAAＧSBFEM)[２６](空间网格

相同)和 收 敛 的 ABAQUS 解 为 参 考 (节 点 数

１４４５６,Δt＝１０－７).在t＝tk 时刻,采用式(４５)对计
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算精度进行评估

αt＝tk ＝‖ u－p{ }k－ u－r{ }k‖２

‖ u－p{ }k‖２
×１００％ (４５)

式中 u－p{ }k 和 u－r{ }k 分别为t＝tk时刻本文解和

TPAAＧSBFEM 解的位移向量.
不同方法计算得到点A 的x 方向位移响应的

比较如图４所示.时域有限元法采用不同形函数,
在不同时刻下的误差范数对比如图５所示.计算

结果表明,当计算规模较大时,本文方法也可得到

满意的 结 果.时 域 有 限 元 方 法 的 计 算 结 果 与

TPAAＧSBFEM 和 ABAQUS的数值结果都能较

好吻 合,图 ５ 中 位 移 解 的 全 局 误 差 范 数 都 小

于０􀆰２％.

４．４　WＧTFE和G２ＧTFE方法的稳定性分析

在式(１９)和式(２８)两端对U０ 求导,可得误差

传递矩阵Q

Q＝ΔUn

ΔU０
(４６)

当Q的谱半径ρ(Q)满足[１２]

ρ(Q)＝max(λQ( ) )≤１ (４７)
算法稳定,其中λ(Q)为误差传递矩阵的特征值.

图４　不同方法计算得点A 处ux

随时间变化对比

Fig．４　ComparisonofthevariationofuxatpointA
withtimegivenbydifferentmethods

图５　不同方法的误差范数对比

Fig．５　Comparisonsoferrornormsgivenbydifferentmethods

　　通过一个单自由度无阻尼自由振动问题,由式

(４７)对算法的稳定性进行数值分析.计算参数为

M＝１,K＝４,C＝０,u􀅰(０)＝０,u(０)＝１,解析

解为u(t)＝cos２t.
对于不同形函数,图６中分别给出了 G２ＧTFE

和 WＧTFE误差传递矩阵的谱半径随 Δt的变化,
由此可以看到两种算法均为条件稳定.数值验证

表明,当ρ(Q)＞１时两种方法位移解的误差都会

随时间增长逐渐放大.

　　此算例无外荷载作用,由式(２２,３１),kΔt时刻

图６　谱半径随步长变化

Fig．６　Variationofρ(Q)withΔt
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的位移和速度解可式(４８)给出

U(kΔt)＝QkU０ (４８)
表３给出由逐段递推、式(４８)在T＝１０４的计

算结果与计算时间的比较.结果表明,与时段递推

计算相比,采用式(４８)可显著提高计算效率.

表３　不同方法位移、速度解与计算时间的对比

Tab．３　Comparisonofdisplacement,velocityand
computingtimewithdifferentmethods

Method Δt u v CPU/s

Exact － ０．８１３２ －１．１６４０ －

Newmark ０．０００２ ０．８１３４ －１．１６３５ ２．１７０３

WＧTFE ０．１,n０＝４,n１＝２ ０．８１３４ －１．１６４３ ０．８８３０

G２ＧTFE ０．２,n０＝５,n１＝１ ０．８１３４ －１．１６３１ ０．４６２８

WＧTFE(Qk) ０．１,n０＝４,n１＝２ ０．８１３４ －１．１６４３ ０．０１９２

G２ＧTFE(Qk)０．２,n０＝５,n１＝１ ０．８１３４ －１．１６３１ ０．０１２９

４．５　计算结果分析

(１)表２及算例２的计算结果及比对表明,在
本文的时域有限元框架下,采用以三角函数和多项

式基函数混合构成的形函数,可准确有效地求解不

同形式载荷下的常/变质量和刚度动力问题.
(２)形函数的构成是影响计算精度的主要因

素,由于构成的多样性以及具体问题的不同,构成

相关的计算精度的一般性讨论较为困难,应结合具

体问题做进一步研究.算例１表明,通过增加三角

函数项或多项式占比都可提高计算精度.
(３)三种时间有限元方法在步长较小时,计算

精度相当;而步长偏大时,基于一阶动力方程的

G２ＧTFE和 WＧTFE计算精度要高于基于二阶动

力方程的 G１ＧTFE,且 G２ＧTFE 和 WＧTFE 相比,

G２ＧTFE的计算精度往往更高,如表２所示.
(４)由于混合形函数具有多种形式,因此很难

给出判定算法稳定性的解析表达.当形函数形式、
计算步长及相关计算参数给定,可通过数值计算,
由式(４７)对 G２ＧTFE和 WＧTFE的条件稳定性进

行分析.

５　结　论

本文提出了一种新的求解动力问题的时域有

限元方法,主要结论如下.
(１)提出一种基于多项式和三角函数的混合形

函数及其构造方法,结合 Gurtin变分原理和加权

余量法,建立了相应的时域有限元方程,从而为描

述变量的时变特性提供了更灵活和多样性的选择.
(２)对基于一阶动力方程的时域有限元方法

WＧTFE和 G２ＧTFE,提出了一种算法稳定性的分

析方法.
(３)基于一阶动力方程,给出了两种无需逐步

递推的计算格式,可通过初始条件直接计算得到某

时刻的位移与速度响应.
(４)将时域有限元方法与比例边界有限元方法

相结合,可对一般二维弹性动力问题进行求解,但
总体求解自由度会随时段内插值点的个数增加而

增加,因此应考虑相应的降阶计算方法.
可从以下方面继续深化和扩展本文的研究工

作.(１)进一步深化对时间有限元形函数的研究,
如引入其他形式的基函数,以更精细地描述变量的

时变特性,并兼顾计算精度与计算效率.(２)探讨

将所提方法用于非线性动力问题[３７]及其他时域相

关问题的求解,如粘弹性、瞬态热传导问题等,关键

在于如何构建相应的时域有限元求解模型.
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HybridshapefunctionsandGurtinvariationalprinciplebasedon
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Abstract:A kindofhybridshapefunctionsarspresentedusingpolynomialandtrigonometricbase
functions,andthreetemporalfiniteelementmodelsaredevelopedutilizingGurtinvariationalprinciple
andweightedresidualtechnique,suchthatvariablescanbecharacterizedmoreflexiblytocopewithmore
complextimevaryingloads．AnerrortransferformulaisderivedforthefirstＧordertemporalFEmodel,

bywhichstabilityanalysiscannumericallybeconductedwhentheshapefunctions,timestepsize,andthe
numbersoftemporalnodesaredetermined．Variousnumericalexampleswithconstant/variablestiffness
and mass,andpolynomialandharmonicexcitationsareprovidedtoillustratetheefficiencyofthe
proposedapproaches,andimpactsofdifferenttemporalFEmodels/shapefunctions,differentnumbersof
interpolationpoints,anddifferentstepsizes,etc．aretakenintoaccount．Satisfactoryresultsareachieved
incomparison with analyticalsolutions,resultsfrom Newmark method,and Central difference
method,etc．
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(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysis,OptimizationandCAESoftwarefor
IndustrialEquipment,DepartmentofEngineeringMechanics,DalianUniversityofTechnology,Dalian１１６０２４,China)

Abstract:Theharshserviceenvironmentrequirestheheterogeneoussurfacelayerstructuretomeetthe
specificfunctionwhileexhibitinglightweightcharacteristics．Inotherwords,theoutersurfaceofthe
structurecannotbeusedasonlyafunctionallayer．Itmustalsobeinvolvedinloadtransfer．Itsinfluence
shouldbeconsideredwhendesigningthestructure．Thispaperproposesatopologyoptimizationmethod
forstructuralconfigurationdesigncontainingheterogeneousoutersurfacelayers．Firstly,astructural
surfacelayermodelingtechniquebasedonanerosionalgorithmisusedtoconstructanequivalentmodel
oftheheterogeneoussurfacelayerstructurethroughsmoothfilteringanddiscreteprojecting．Second,the
open/closedholesinthestructureareidentifiedbythenonlinearvirtualtemperaturemethod,andbased
onthis,theoutersurfacelayerofthestructureexposedtotheworkingenvironmentandtheinnersurface
layerofthestructureattachedtotheenclosedholesaredistinguished．Finally,atopologyoptimization
modelforstructureswithheterogeneousoutersurfacelayersisdeveloped,andthesensitivityinformation
oftheobjectivefunctionconcerningthedesignvariablesisderived．Severalnumericalexamplesverifythe
effectivenessoftheproposedmethod．

Keywords:structureswithheterogeneoussurfacelayer;topologyoptimization;surfacelayeridentification
anddescription;virtualtemperaturemethod
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