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摘　要:针对柔性机械臂系统中不确定参数引起的动态响应不确定性问题,给出了一种基于局部均值分解(LMD)

和Chebyshev代理模型(CM)的区间不确定性分析方法.基于LMD方法将柔性机械臂的非线性响应分解为若干

分量,并解析出表征信号的瞬时幅值、瞬时相位和趋势项,通过对分解后的信号构建 Chebyshev代理模型进而得

到柔性机械臂的完整代理模型.提出的柔性机械臂不确定性分析方法能够改善传统 CM 方法在长时程分析中区

间边界失效的现象,以算例说明了本文方法应用于柔性机械臂系统不确定性分析的有效性和准确性.

关键词:柔性机械臂;区间分析;不确定参数;代理模型;Chebyshev多项式

中图分类号:TH１１３１;O３２３　　　文献标志码:A　　　文章编号:１００７Ｇ４７０８(２０２４)０６Ｇ１００５Ｇ０７

收稿日期:２０２３Ｇ０７Ｇ１５;修改稿收到日期:２０２３Ｇ０９Ｇ０８
作者简介:刘　放∗(１９７４Ｇ),男,博士,副教授(EＧmail:liufang＠swjtueducn)．

引用本文:黄文建,刘　放,李晨晖,等．基于代理模型的柔性机械臂区间不确定性分析[J]．计算力学学报,２０２４,４１(６):１００５Ｇ１０１１．
HUANG WenＧjian,LIUFang,LIChenＧhui,etal．Intervaluncertaintyanalysisofflexiblemanipulatorbasedonsurrogatemodel
[J]．ChineseJournalofComputationalMechanics,２０２４,４１(６):１００５Ｇ１０１１．

１　引 言

柔性机械臂是一种高度耦合、强非线性的复杂

柔性多体系统,由于制造误差、装配工艺、环境条件

和摩擦磨损等因素通常导致系统的几何和物理参

数呈现出不确定性[１].忽略不确定参数的系统模

型通常会导致错误的响应结果,进而影响机械臂的

响应预测和高精度控制.因此考虑柔性机械臂系

统含多维不确定参数的不确定性分析极具意义.
不确定性分析是评估不确定参数对系统影响

的重要方法[２],主要有概率方法和区间方法.概率

方法即随机响应分析[３,４],需要大量样本的概率分

布信息,对于许多实际工程问题来说,不确定参数

的样本分布信息难以获取甚至无法得知.相比之

下,区间方法只需要不确定参数的边界信息即

可[５],对样本的分布信息依赖性小,更适合处理边

界明确的工程不确定性问题.
构建代理模型是区间分析常用的一种方法,祁

武超等[６]基于 Taylor展开的区间分析方法完成了

不确定性结构随机载荷识别.Meng等[７]针对实

际工程中影响结构性能的不确定因素,提出了一种

基于 Taylor展开的结构设计与优化方法.Taylor
展开通常为较低的一阶或二阶形式,用于处理柔性

机械臂这种强非线性系统或者不确定参数区间变

化较大的系统时,会使得响应区间过估计而导致区

间边界的精度失效[８].若采用高阶 Taylor展开又

会产生过高的计算成本和时间,效果往往也不尽

人意.
为此,Wu等[９]提出一种基于Chebyshev多项

式零点采样方法构建的高阶多项式代理模型,该方

法在处理非线性系统不确定性问题时具有更高的

精度和效率.柯耀祖等[１０]基于切比雪夫多项式提

出一种单元分割方法,发展了结合谱体积和控制体

的问题单元标记方法.Wei等[１１]提出了一种基于

双变量Chebyshev多项式估计区间不确定性非线

性系统动态响应边界的方法.
然而,对于柔性机械臂此类复杂非线性的周期

性动态响应,基于代理模型的方法会随着时间历程

的增加而导致区间边界精度的下降,这是由于样本

响应之间的相位差随时间累积导致代理模型失效,
产生的区间边界过估计现象[１２].Cui等[１３]首次将

自适应信号分解方法引入不确定性分析中,提出信

号分解与基于 Taylor级数的代理模型相结合的方

法,解决了长时间不确定性分析中边界失效的

问题.
考虑到 Chebyshev代理模型 CM(Chebyshev

surrogatemodel)中也存在着边界失效问题,本文

将局部均值分解方法(LMD)作为CM 方法中系统



响应样本信号的前处理,提出柔性机械臂不确定性

分析的 LMDＧCM 方法.将柔性机械臂的非线性

响应分解成若干分量,并解析出表征各分量的瞬时

幅值、瞬时相位和趋势项,通过对瞬时幅值、相位和

趋势项分别构建 Chebyshev代理模型得到整个系

统的代理模型,以改善传统 CM 方法区间边界精

度失效的现象.以一算例说明了 LMDＧCM 方法

应用于柔性机械臂系统不确定性分析的有效性,并
讨论了不确定参数对柔性机械臂响应的影响.

２　含不确定参数的柔性机械臂区间

动力学模型

　　本文将多杆多关节柔性机械臂的臂杆视为有

阻尼EulerＧBernoulli梁,臂杆的横向振动视为小

变形,不计臂杆的轴向变形,考虑机械臂的关节柔

性.如图１所示,τi,ki 和ci 分别为关节i的驱动

力矩、扭转刚度系数和阻尼系数,θi 为关节i的实

际转角,αi 为关节i的输入转角.

图１　多杆多关节串联机械臂

Fig１　MultiＧlinkmultiＧjointseriesmanipulator

根据假设模态法,悬臂边界的臂杆挠度离散为

w(x,t)＝∑
¥

n＝１
φn(x)δn(t)

φn(x)＝coshβnx－cosβnx＋ξn sinβnx－sinhβnx( )

ξn＝sinhβnx－sinβnx
coshβnx＋cosβnx

βn＝(n－０５)π/L (１)
式中φn (x)为柔性臂杆第n 阶模态振型函数,
δn(t)为柔性臂杆的第n阶广义模态坐标,βn 为模

态函数的特征根.
定义柔性机械臂系统的广义自由度为q＝

θi,αi,δi,n[ ] T,基于 Lagrange方程可建立柔性机

械臂系统的动力学方程

Mq

＋Kq＋ΦT

qλ＝QF ＋QV

Φ q,t( )＝０
(２)

式中 M 和K 为广义质量阵和广义刚度阵,Φ 为系

统约束方程,Φq 为约束方程的Jacobian矩阵,λ是

Lagrange乘子,QF 为广义力,QV 是广义速度的二

次项,具体形式参见文献 [１４].
式(２)作为柔性机械臂系统的动力学方程,因

机械臂的关节柔性、臂杆柔性和刚体运动的耦合而

表现出多自由度、高度耦合、强非线性的特点,可通

过刘广等[１５]提出的改进 NewmarkＧβ法求解柔性

机械臂系统的时域响应.
式(２)能够准确描述柔性机械臂系统的前提

是,柔性机械臂系统的所有物理参数均为确切已

知,但实际工程的结构中大部分的参数都具有不确

定性.现考虑多体系统中共存在 m 个不确定参

数,通过区间参数向量bI ＝ bI
１,bI

２,,bI
m[ ] T 进行

描述,其中各不确定参数满足

bI
i ∈ bi,bi[ ]　(i＝１,２,,m) (３)

式中bi和bi分别表示第i个不确定参数区间的上

下边界.
结合式(３),确定性系统的方程可改写为含不

确定参数的区间微分代数方程

M(bI)q


＋K(bI)q＋ΦT
q(bI)λ＝QF(bI)＋QV(bI)

Φ bI,q,t( )＝０
(４)

　　引入不确定参数后,关节驱动力不确定和约束

不确定使得柔性机械臂的运动极限位置、频率和时

域响应具有更大的波动范围,按传统方法其预知预

测和控制难度更高,柔性臂定位精度也更低.

３　基于LMD的Chebyshev代理模型

３１　Chebyshev区间方法

Wu等[９]提出利用 Chebyshev级数构造系统

的代理模型,该法能有效减小区间方法的包裹效

应,对强非线性的系统有较高的求解精度,因此可

通过区间Chebyshev多项式来逼近柔性机械臂系

统式(４)的不确定性响应上下界.
对于含区间参数向量bI 的柔性机械臂系统,

可构造k阶Chebyshev多项式在不确定域内对柔

性机械臂系统的响应q(bI)进行近似,得到系统的

Chebyshev代理模型为

q(bI)≈f(x)＝ ∑
k

i１＝０
∑
k

i２＝０

∑
k

im＝０

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

s


Ai１,i２,,im
Ci１,i２,,im

(x) (５)
式中 Ai１,i２,,im

为 Chebyshev多项式的系数,s为
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下标i１,i２,,im 中０的个数,Ci１,i２,,im
(x)为m

维k 阶 Chebyshev多项式,x 为区间参数向量bI

对[－１,１]域的线性变换,单个元素的变换如式(６)

所示.

xi＝
２bI

i － bi＋bi( )

bi－bi

(６)

　　m 维k 阶 Chebyshev多项式Ci１,i２,,im
(x)是

各个一维k阶Chebyshev多项式的张量积

Ci１,i２,,im
(x)＝Ci１

(x１)Ci２
(x２)Cim

(xm)＝
　　　　　　　cosi１θ１cosi２θ２cosimθm (７)
式中θi＝arccos(xi)∈ ０,π[ ].

多项式系数Ai１,i２,,im
可通过 Mehler积分公

式计算,其结果为

Ai１,i２,im ≈ ２
p

æ

è
ç

ö

ø
÷

m

∑
p

j１＝１

∑
p

jm＝１
f

cosθj１
,cosθj２

,,cosθjm
( )

cosi１θj１cosi２θj２
cosimθjm

(８)

式中p表示插值点的个数,一般考虑大于多项式

的阶数k,取p＝k＋１,θj 为插值点

θj＝
(２j－１)π

２p
(９)

３２　系统响应信号的局部均值分解

柔性机械臂系统的动力学响应是典型的复杂

非线性的多分量信号,局部均值分解(LMD)能够

自适应地将复杂非线性、非平稳信号分解成多个乘

积函数PF(Productfunction),每个 PF分量由包

络信号a(t)和纯调频信号s(t)相乘得到,其中包络

信号即为该PF分量的瞬时幅值a(t),而瞬时相位

φ(t)可通过纯调频信号s(t)求得[１３].LMD 方法

的流程如图２所示,更详细的步骤参见文献[１６].
虽然 LMD 方法改善了其他信号分解方法存

在的模态混淆、端点效应等缺点,但当响应信号的

端点值不是极值点时,LMD方法仍然会产生端部

发散效应,造成一定的误差.本文考虑采用极值延

拓法[１７]以扩展原信号后再使用 LMD方法分解延

拓后的信号,然后在得到的分解结果中截取原信号

对应的时间序列,以减弱 LMD 方法的端部发散

效应.

３３　基于LMDＧCM 方法的代理模型

LMD方法可以解析柔性机械臂系统响应的

结构组成,即响应的动力学模式,而系统中的不确

定参数对表征响应的动力学结构特征的动力学模

式无影响,仅影响动力学模式中的幅值、相位的值

等[１３].考虑到LMD方法仅作用于响应信号的本

身,是一种非侵入动力学方程的方法,实现方式简

单,适用于结构动力学的不确定性分析.因此将

LMD方法作为CM 方法中样本信号的前处理,提
出柔性机械臂不确定性分析的 LMDＧCM 方法,如
图３所示.该方法的伪代码见附录 A.

图２　LMD方法流程

Fig２　FlowchartofLMDmethod

LMDＧCM 方法基于信号分解方法将复杂动力

学响应进行重构,得到多个 PF分量的组合,该方

法通过对各个分量进行单独的代理模型构建.其

中各个分量的物理意义明确,如受迫振动系统的响

应包含强迫振动项和自由振动项;柔性多体系统的

响应通常包含模态振动项和刚体运动项.

LMDＧCM 方法的主要步骤如下.
(１)根据 CM 方法的插值点选取样本bI(i),基

于改进 NewmarkＧβ法求解各个样本对应的时域响

应q(bI(i),t),i表示第i个样本.
(２)采用 LMD 方法分解各个样本的时域响

应,获得各样本响应 PF分量的瞬时幅值、相位和

趋势项

q(bI(i),t)＝∑
n

j＝１
aj(bI(i),t)cos(φj(bI(i),t))＋r(bI(i),t)

(１０)
式中aj 为瞬时幅值,φj 为瞬时相位,r为趋势项,n
为PF分量的个数.

(３)在各个时刻下,基于 CM 方法构造所有样

本所有分量的瞬时幅值、瞬时相位和趋势项的代理

模型âj(bI,t),φ^j(bI,t)和r̂(bI,t),具体构造方法
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见式(５).
(４)计算PF分量的耦合代理模型,并结合式

(１０)得到在每一时刻下系统响应的谐波叠加形式

的完整代理模型

q^(bI,t)＝∑
n

j＝１
âj(bI,t)cos(φ^j(bI,t))＋r̂(bI,t)

(１１)

　　(５)采用扫描法[１８]得到柔性机械臂系统在不

确定参数域 b
－I,bI[ ]内的响应区间的上边界q－(bI,

t)和下边界q
－
(bI,t).

图３　LMDＧCM 方法流程

Fig３　FlowchartofLMDＧCM method

４　算例分析

柔性机械臂运动到工作位置后通常会有残余

振动,了解机械臂的残余振动响应对机械臂的定位

精度和控制效果非常关键.如图４所示,考虑典型

的二连杆柔性机械臂,密度ρ＝２７６６kg/m３,横截

面积A１ ＝A２ ＝２５×１０－４m２,I＝１３×１０－１０m４,
关节转动惯量JR

１ ＝JR
２ ＝０７kgm２,关节刚度系

数k＝５０Nm/rad,阻尼系数c＝２Nms/rad.
机械臂的杆长L 和弹性模量E 考虑为不确定参

数,其不确定度为５％ ,如式(１２)所示.

L１ ＝２×(１±５％)m
L２ ＝１８×(１±５％)m

E＝６９×１０１０×(１±５％)N/m２

(１２)

算例中Chebyshev多项式阶数k取４,仿真采样间

隔为００１s,柔性机械臂关节驱动力矩的幅值考虑

为不确定参数,其不确定度为１０％,具体为

τ１(t)＝
Tsin(πt)　(０≤t≤４s)

０　(４＜t≤３４s){ (１３)

τ２(t)＝
Tsin(０５πt)　(０≤t≤４s)

０　(４＜t≤３４s){ (１４)

T＝１×(１±１０％)Nm (１５)

图４　二连杆柔性机械臂

Fig４　SchematicdiagramofatwoＧlinkflexiblemanipulator

４１　算例１:含不确定参数的单杆柔性机械臂

首先考虑柔性机械臂为单杆系统,即保留图４
的杆１,按式(１３)驱动机械臂末端到达工作位置,

所有参数均为名义值时,其末端振动响应及残余振

动响应分解结果如图５所示.

考虑单杆柔性机械臂含多个不确定参数的耦

合动态响应区间.不失一般性,假设柔性机械臂的

几何参数L１和材料参数E 均表现出不确定性,如

式(１２),其末端的振动响应边界如图６所示.

从图６可以看出,在初始阶段(０~５s),CM 方

法、LMDＧCM 方法和扫描法(可认为真实解[１８])得

到的上下边界几乎一致.但由于几何参数和材料

参数 的 不 确 定 性 耦 合 作 用,传 统 CM 方 法 的

区间边界在较短的时间(５s处)开始振荡跳跃,区

间迅速扩大,产生过估计导致精度失效.这是因为

柔性机械臂系统的区间参数取不同值得到的样本

响应具有不同的频率和相位,响应之间的相位差会

随着时间增加而积累,传统 CM 方法直接对原始

信号建立代理模型会使得这种误差保留在代理模

型中,随时间增加其误差逐渐累积而导致边界精度

失效.

而LMDＧCM 方法是对原信号分解后的信号

特征(瞬时幅值、瞬时相位及趋势项)建立代理模

型,针对瞬时相位建立的代理模型消除了样本响应

间相位差的影响,在整个仿真期间 LMDＧCM 方法

的区间包络线略宽于扫描法的区间边界,始终保持

着较高的区间跟踪精度.

４２　算例２:含不确定参数的二连杆柔性机械臂

　　考虑柔性机械臂为典型的二连杆系统,现研究
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图５　柔性机械臂末端振动响应及其分解结果

Fig５Endvibrationresponseanddecomposition
resultsofflexiblemanipulator

图６　含多个不确定参数的单杆柔性

机械臂末端响应边界

Fig６　TerminalresponseboundaryofasingleＧlink
flexiblemanipulatorwithmultipleuncertainparameters

其含多个不确定参数耦合的动态响应区间.不失

一般性,假设二连杆柔性机械臂的杆２长度为不确

定参数,如式(１２);且考虑两个关节的驱动力矩均

为不确定参数,如式(１３~１５)所示,得到杆１和杆

２末端的振动响应的上边界如图７所示.
从图７可以看出,由于臂杆长度和关节驱动力

矩的不确定性耦合作用,无论是杆１还是杆２的动

态响应,传统CM方法求得的响应区间与扫描法

图７　含多个不确定参数的二连杆柔性机械臂末端响应边界

Fig７　TerminalresponseboundaryofatwoＧlink
flexiblemanipulatorwithmultipleuncertainparameters

区间均有较大差异.具体表现为,其区间边界在

５s处开始振荡跳跃,响应幅值和频率均发生较大

变化,严重偏离扫描法结果,可认为其区间响应边

界精度失效.

同时,LMDＧCM 方法在整个仿真期间始终保

持着 较 好 的 跟 踪 趋 势,区 间 结 果 相 较 于 传 统

CM 方法也更为保守.但相较于算例１的仿真结

果,在时间较大处其跟踪精度略有下降,这是因为

算例２考虑了更多的(３个)不确定参数的耦合作

用.系统中不确定参数的增加会使系统响应各个

分量间的关系更为复杂,但LMDＧCM 方法仍表现

出较好的跟踪精度和更保守的结果,这说明LMDＧ
CM 方法能够克服传统 CM 方法在长时程动力学

不确定性分析中产生的边界过估计和精度失效的

问题.

５　结　论

(１)将LMD方法用于强非线性的响应信号分

解,再基于CM 方法构建信号分解后的代理模型,

提出LMDＧCM 方法并应用于柔性机械臂的含不

确定参数的长时程动力学响应不确定性分析.
(２)LMDＧCM 方法较传统CM 方法,能更好地

跟踪实际响应区间,得到的区间更为保守,一定程

度上能够克服传统 CM 方法在长时程动力学不确

定性分析中产生的边界过估计和精度失效的问题.

(３)含多个不确定参数的单杆、多杆柔性臂仿

真算例及分析均说明了基于 LMDＧCM 方法进行

柔性机械臂长时程不确定性分析的有效性和准

确性.
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附录:
Algorithm１:LDMＧCM

Input:sampleresponsex(t)

Output:q
－(t),q

－
(t)

１: r(t)extensionofx(t);

２: i１;

３: whilei＞０do

４: 　a０１;

５: 　repeat

６: 　　ni,jextremepointofr(t);

７: 　　mi(t)(ni,j＋ni,j＋１)/２;

８: 　　ai(t) ni,j－ni,j＋１ /２;

９: 　　si(t)(r(t)－mi(t))/ai(t);

１０: 　　a０a０ai(t);

１１: 　untillimsi(t)＝１;

１２: 　PFi(t)a０si(t);

１３: 　r(t)r(t)－PFi(t);

１４: 　φi(t)arccossi(t);

１５: 　ifr(t)ismonotonicthen

１６: 　　Break;

１７: 　else

１８: 　　ii＋１;

１９: 　　 Continue;

２０: endwhile

２１: âj(t)surrogatemodelai(t);

２２: q̂(t)∑
n

j＝１
âj(t)cos(φ^j(t))＋r̂(t);

２３: q
－(t)Max q̂(t)[ ] ;

２４: q
－
(t)Min q̂(t)[ ] ;

２５: returnq
－(t),q

－
(t);
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Intervaluncertaintyanalysisofflexiblemanipulatorbasedonsurrogatemodel

HUANG WenＧjian,　LIUFang∗ ,　LIChenＧhui,　YANG MingＧfa,　WUBaoＧning
(SchoolofMechanicalEngineering,SouthwestJiaotongUniversity,Chengdu６１００３１,China)

Abstract:Aimingattheuncertaintyofdynamicresponsescausedbyuncertainparametersinflexible
manipulatorsystems,anintervaluncertaintyanalysismethodbasedonlocalmeandecomposition(LMD)

andChebyshevsurrogatemodel(CM)wasproposedBasedontheLMDmethod,thenonlinearresponseof
theflexible manipulatorsisdecomposedintoseveralcomponents,andtheinstantaneousamplitude,

instantaneousphaseandtrendterm ofthesignalareanalyzedTheChebyshevsurrogate modelis
constructedforthe decomposed signal,and then the complete surrogate modeloftheflexible
manipulatorsisobtainedTheproposeduncertaintyanalysismethodforflexiblemanipulatorcanimprove
thephenomenon ofintervalboundaryfailureintraditionalCM methodsinlongＧterm analysisA
numericalexampleisusedtodemonstratetheeffectivenessandaccuracyofthismethodinuncertainty
analysisofflexiblemanipulatorsystems

Keywords:flexiblemanipulator;intervalanalysis;uncertainparameters;surrogatemodel;ChebyshevpolＧ
ynomials
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