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摘　要:严苛的服役环境要求异质表面层结构在满足特定功能的同时,兼具轻量化的特性.这意味着结构的外表

面不能仅作为功能层使用,还需要参与承载,结构构型设计时需要考虑外表面异质层的影响.针对该需求,本文

研究建立了一种考虑异质层影响的含外表面异质层结构的拓扑优化方法.首先,采用基于腐蚀算法的结构表面

层建模技术,通过光滑过滤和离散映射两个过程构建了异质表面层结构的识别和描述模型.其次,采用非线性虚

温度法识别了结构中的开放/封闭区域,并基于此区分暴露于工作环境中的结构外表面层及附着于封闭孔洞的结

构内表面层.最后,建立了含外表面异质层结构的拓扑优化模型,并推导了目标函数关于设计变量的敏度信息.

几个数值算例验证了本文方法的有效性.
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１　引 言

异质表面层结构是指表面层和基体具有不同

材料性质的特殊结构,其形成来源于两个方面.一

是环境影响.如增材制造中的表面缺陷[１]、海水浸

泡引起的腐蚀[２,３]等,都会导致结构的表面性质改

变.二是功能需求.通过在结构的外表面布置具

有不同材料性质的表面层,以实现特定功能.如工

程结构的防热涂层[４]、防腐涂层[５]等.随着科技的

发展,高端装备和先进结构的轻量化要求越来越苛

刻.那么,异质表面层结构在满足特定功能的同

时,必须兼具轻量化的特性,这要求外表面层参与

承载.因此,在进行结构构型设计时,充分考虑外

表面异质层的影响显得尤为重要.
拓扑优化方法[６Ｇ９]由于其高度自由的设计能力

成为了结构轻量化和创新设计的重要工具.基于

此,本文提出了一种面向含外表面异质层的结构构

型设计的拓扑优化方法,借助拓扑优化技术,实现

在既定载荷下结构外表面层与基体的一体化设计.
开展含外表面异质层结构的拓扑优化研究,要

解决两个关键问题.首先,要准确建模结构的表面

层.先驱研究[１０Ｇ１２]中提出了一种两步过滤方法,
利用大的空间密度梯度来识别结构的表面层.在

此基础上,文献[１３,１４]发展了基于腐蚀算法的表

面层建模技术,将初始结构与被腐蚀结构的差集定

义为结构的表面层.除使用基于的密度方法外,文
献[１５,１６]在水平集方法中使用符号距离函数定义

了结构的表面层.其次,需要精确识别结构在工作

环境中暴露的表面层,并将附着在结构内孔上的表

面层排除在外.换句话说,需要准确区分结构的封

闭和开放区域.为此,文献[１７,１８]提出了虚拟温

度方法(VirtualTemperatureMethod,VTM),利
用材料的导热性质和孔洞的温度分布差异来实现

开放区域的识别.随后文献[１９]将其进一步发展

为非线性虚温度法(NonlinearVirtualTemperaＧ
tureMethod,NＧVTM).相 比 于 传 统 方 法,NＧ
VTM 无需精细设置温度阈值,更简便地实现了对

所有封闭孔洞的识别.
本文首先利用基于腐蚀算法的结构表面层建

模技术,构建了异质表面层结构的识别与描述模

型.其次,采用 NＧVTM 精准识别了结构的外表



面.最后,建立了面向含外表面异质层结构构型设

计的拓扑优化模型,并给出求解方法.

２　含外表面异质层结构的描述模型

本节提出了只在外表面附着涂层结构的描述

与建模方法.

２１　基于腐蚀算法的结构表面层建模技术

含异质表面层结构的等效模型采用基于腐蚀

算法的表面层建模技术[１３]来建立,其基本思想如

图１所示.对图１(a)的初始结构进行腐蚀处理,
得到图１(b)规模缩减的结构,然后将二者的差集,
即图１(c)腐蚀掉的部分,定义为异质表面层.

图１　基于腐蚀算法的表面层建模技术的基本思想

Fig１　BasicideaoftheerosionＧbasedsurface
layermodelingtechnology

其中,初始结构场的腐蚀使用光滑过滤和离散

映射两个步骤来实现.光滑过滤使初始结构场变

得光滑和连续.离散映射使用一个较大的阈值对

光滑化的结构场进行截断,以得到腐蚀后的结构.
图２展示了一维(１D)情况下腐蚀操作的过程.特

别地,与此过程相关的参数都用下标e进行标记.

图２　１D情况下的腐蚀操作

Fig２　１Dprocessoftheerosionoperation

首先,采 用 基 于 Helmholtz 偏 微 分 方 程 的

PDE过滤技术[２０],对初始结构场μ 进行光滑化

处理

－r２
e Ñ２μ

~＋μ
~＝μ (１)

式中μ
~ 表示经过光滑化后的结构场,re 是长度参

数,与标准过滤半径Re 之间满足re＝Re/２３.
接着,基于 Heaviside投影函数[２１]对光滑化后

的结构场μ
~ 进行截断,得到腐蚀后的结构场φ

φ＝tanh(βeηe)＋tanh(βe(μ
~－ηe))

tanh(βeηe)＋tanh(βe(１－ηe))
(２)

式中βe 为投影函数的锐度,ηe 为较大的投影阈值,

通过引入Δηe∈(０,０５)来定义,ηe＝０５＋Δηe.
经光滑过滤、离散映射后,厚度均匀可控的结

构表面层γ可以定义为γ＝{x|x∈μandx∉φ}.
本文表面层厚度w 为预先设定的值,其与过滤半

径Re、投影阈值Δηe 之间满足[１３]

w＝－ Re

２３
ln(１－２Δηe) (３)

本文将Δηe 取值为０４５,只通过Re 的选取来控制

的表面层厚度w,此时Re≈１５w.

２２　基于NＧVTM 的开放/封闭区域识别

VTM 假设封闭区域由具有均匀分布热源的

高导热材料填充,实体部分则是低导热材料.通过

设定合适的温度阈值来判定不同区域的温度差异,
进而实现封闭/开放区域的识别.然而,封闭区域

大小、壁厚和位置的多样性致使不同区域内的温度

分布不均匀,如何确定合适的温度阈值是具有挑战

性的.为了解决上述问题,文献[１９]提出了NＧVTM.

图３　NＧVTM 识别封闭孔洞的基本思想

Fig３　BasicideaofNＧVTMforenclosed
voididentification

与 VTM 不同的是,NＧVTM 在封闭区域中施

加了一个与温度相关的非线性热源,旨在使封闭区

域内温度分布尽可能均匀,其基本思想如图３所

示.需要求解以下非线性问题:
Ñ(kÑT)＋Q(T)＝０ (inΩ)

T＝０ (on∂Ω)
(４)

式中 T 表示在Ω 域中的温度场,Q 是与温度相关

的热源,定义为Q＝q/(１＋eα(T－Tmax)).其中,α和

Tmax是给定的两个正值,本文分别取值为０２和

１００.参数k与q满足

k＝k０,q＝q０ (在孔洞处)

k＝ε０k０,q＝０ (在实体处)
(５)

式中k０ 和q０ 分别表示热传导和热源系数.ε０ 是

一个极小的正数,来模拟绝热材料.为了便于描

述,将参数k与q定义为密度插值的形式

k＝με０k０＋(１－μ)k０

q＝(１－μ)q０

(６)

式中μ表示初始结构的密度场.为了便于数值实
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现,将非线性热问题的离散形式控制方程表示为

R＝HT－Q(T)＝０ (７)
式中R和T 分别为残差向量和温度向量,H 是全

局热传导矩阵,Q(T)表示非线性热载荷向量.
借助 NewtonＧRaphson方法求解上述非线性

热问题后,可以将封闭区域的温度控制在与问题无

关的给定值Tmax附近.因此,NＧVTM无需仔细设定

温度阈值.本文温度阈值取为固定值Tmax/２,也就是

说,可以通过T＞Tmax/２来识别封闭/开放区域.

２３　多重过滤/投影过程及材料插值函数

如图４所示,通过一个多重过滤/投影的数值过程,对
只在外表面附着涂层结构的建模进行描述.

图４　外表面涂层结构建模的多重过滤/投影过程

Fig４　Multiplefiltering/projectionprocessfor
modelingofexposedsurfacecoatedstructures

为了消除棋盘格效应并获得黑白设计,在腐蚀

过程前添加了过滤过程,所有参数用下标f 标记.
接着,将 NＧVTM 用在结构场μ上,得到结构温度

场T.最后通过 Heaviside投影来识别开放区域

T
－
＝H(T

Tmax
,βT

,ηT
)

＝
tanh(βTηT

)＋tanh(βT
(μ

~－ηT
))

tanh(βTηT
)＋tanh(βT(１－ηT

))

(８)

　　本文选择温度阈值Tmax/２来识别封闭孔洞,
因此取投影阈值ηT ＝０５.结构开放区域处于

T－ ＝０的位置,而在封闭区域 T－ ＝１.最终,使用结

构场Ψ 来描述位于开放区域的结构表面层.则初

始结构场μ与被腐蚀结构场ϕ 的差集(μ＝１且φ＝
０)定义为结构表面层,φ＝１对应的结构场定义为

结构基体,而μ＝０的区域表示为孔洞区域.因此,
最终的密度和刚度插值函数可以表示为

　　ρ(μ,φ,T
－)＝μ[φρb＋T

－(１－φ)ρb＋

(１－T
－)(１－φ)ρs] (９)

　　E(μ,φ,T
－)＝μp[φpEb＋T

－p(１－φp)Eb＋

(１－T
－p)(１－φp)Es] (１０)

式中ρb,Eb,ρs 和Es 分别为基体和表面层的材料

密度和刚度(弹性常数),p为惩罚参数.

３　面向含外表面异质层的结构构型

设计的拓扑优化方法

３１　优化列式

本文考虑静力学拓扑优化中的最小柔顺性设

计问题.为避免出现由于杆件太细而整体识别为

表面层的情况,在优化问题中使用稳健性公式[２２]

来实现结构最小尺寸的控制.于是,该拓扑优化问

题可表述为

Find:ρ＝{ρe}　(e＝１,２,,Ne)

min:max(c(Ee(ρ),c(Ei(ρ)),c(Ed(ρ)))

st:K(Ee(ρ))U(Ee(ρ))＝F
K(Ei(ρ))U(Ei(ρ))＝F
K(Ed(ρ))U(Ed(ρ))＝F

∑
Ne

e＝１
ρd

e
(ρ)≤fracd∗ ×Ne

ρe∈[０,１]

(１１)

式中c为结构柔顺度,Ee/i/d(ρ)分别表示侵蚀、中间

和扩张结构的弹性常数,ρd(ρ)表示扩张结构的密

度,都是设计变量ρ的函数.K 为全局刚度矩阵,U
和F分别为位移向量和载荷向量.Ne为有限元

网格总数.整体刚度矩阵K 可表示为

K＝∑
Ne

e＝１
Ee(μ,φ)k０

e (１２)

式中k０
e 为单位杨氏模量下的单元刚度矩阵.需要

说明的是,稳健性公式以侵蚀结构、中间结构和扩

张结构中的最差性能为目标,在第一步离散映射中

分别使用不同的映射阈值 ０５－Δηf,０５ 以及

０５＋Δηf
对光滑结构场进行截断,其中 Δηf

为稳

健公式的控制参数.同时,使用稳健性公式时优化

问题的质量约束要施加在扩张结构上来保证结构

最小尺寸可控.因此,为了使中间设计(目标设计)
的质量约束等于规定值frac∗ ,每１０步迭代对扩

张设计的质量约束fracd∗ 进行更新:

fracd∗＝frac
∗

fracifracd (１３)

式中fraci 和fracd 分别为当前迭代步中间设计

和扩张设计的质量约束.

３２　敏度分析

基于伴随法,目标函数关于设计变量的敏度信

息可以表示为

∂c
∂ρe

＝－UT ∂K
∂ρe

U＝－∑
i

∂Ei

∂ρe

(uT
ik０

eui)(１４)
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式中∂Ei/∂ρe
可以进一步展开为

∂Ei

∂ρe
＝p[φp

iEb＋T
－p

i(１－φp
i
)Eb＋

(１－T
－p

i)(１－φp
i
)Es]μp－１

i
∂μi

∂ρe
＋

pμp
i
(１－T

－p
i)(Eb－Es)φp－１

i
∂φi

∂ρe
＋

pμp
i
(１－φp

i
)(Eb－Es)T

－ p－１
i

∂T
－

i

∂ρe

(１５)

式中∂μi
/∂ρe

和∂φi
/∂ρe

可以通过链式法则来求解

∂μi

∂ρe
＝∂μi

∂ρ
~
i

∂ρ
~
i

∂ρe
(１６)

∂φi

∂ρe
＝∂φi

∂μ
~
i

∂μ
~
i

∂μj

∂μj

∂ρ
~
j

∂ρ
~
j

∂ρe
(１７)

　　图５给出了一个简单的设计题来验证式(１５)

温度敏度项∂T
－

i/∂ρe 对结构构型的影响.图５(b)
为忽略温度敏度并且每１０步更新温度场时的优化

结果(c＝４３７１),图５(c)为考虑温度敏度时的最优

构型(c＝４３６９).可以看出,构型和性能表现上两

者几乎没有差别.因此,本文在优化过程中忽略了

热场的灵敏度[１３],并采用每１０步更新一次温度场

的策略.该拓扑优化问题的求解基于移动渐近线

法[２３]实现,并借助 MATLAB实现可视化.

图５　温度敏度项对结构构型的影响

Fig５　Theinfluenceoftemperaturesensitivityonconfiguration

４　数值算例

本节给出三个数值算例来说明本文ps方法的

有效性.所有算例的设计域采用单元大小为１ １́
的均匀网格,并在所有支撑和载荷点处设置了实体

不可设计域.PDE过滤和非线性热分析都使用齐

次零Dirichlet边界条件,同时通过域扩展方法[２４]

保证在结构边界处获得相同的腐蚀厚度.
用于所有算例的常数参数有,结构表面层的材

料性质ρs＝１,Es＝１,惩罚参数p＝３应用在μ和φ
两个结构场上.对于非线性虚拟热问题,用来模拟

孔洞和固体部分的热传导系数参数设置为k０＝１

和ε０＝１０－９.过滤过程的投影锐度βf 在迭代收敛

时(或每１００步迭代后)从１到１２８逐渐增加到先

前值的１５倍.腐蚀过程和 NＧVTM 过程中的投

影锐度βe 和βT 按照与βf 同样的规则进行更新.
不同点在于,对于不同的算例,βe 和βT 所取的初

值有所不同.

４１　MBB梁

算例１　集中载荷作用下的 MBB梁设计问

题,设计域的尺寸为６００ １́５０,边界条件等细节如

图６所示.投影锐度βe 和βT 的初值均为１６.结

构基体部分的材料性质为ρb ＝０７和Eb ＝０４.
过滤过程的滤波半径Rf ＝８,异质表面层厚度w＝
４,即腐蚀过程的过滤半径Re ＝６.稳健性公式的

控制参数Δηf ＝０１,即对侵蚀结构、中间结构和扩

展结构进行首次离散映射的阈值分别为０４,０５
和０６.优化问题的质量约束为３０％.

图６　MBB梁算例的设计域及边界条件

Fig６　DesigndomainandboundaryconditionsofMBBexample

图７展示了 MBB梁算例的拓扑优化结果和

目标函数的迭代收敛曲线,曲线上的突变点源于投

影锐度β或质量约束的更新.可见,本文方法成功

地实现了面向含外表面异质层结构构型的拓扑优

化设计,并表现出良好的收敛性能.
优化过程中,不同迭代步时结构场的温度分布

和中间拓扑构型如图８所示,优化在第２６２个迭代

步结束.可以看出,在优化的早期阶段(１００步以

前),拓扑结构主要受目标约束和质量约束的驱动,
此时结构内部仍存在较多的灰度单元,温度场对优

化结果影响较小.随着结构内灰度单元减少,结构

构型逐渐稳定(超过１２０步),温度场开始有效识别

结构中的封闭孔洞,这进一步验证了温度场对最优

拓扑构型的影响甚微.
过滤过程中的过滤半径Rf 取不同值时的拓

扑优化结果如图９所示.当Rf ＝７时,拓扑结果

出现了尺寸较小的细杆;随着Rf 的增大,结构的

最小尺寸也随之增大,并消除了细杆的存在.这表

明通过选择不同的过滤半径值可以有效控制结构

中杆件的最小尺寸.

４２　悬臂梁

算例２　集中载荷作用下的悬臂梁设计问题,
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设计域的尺寸为３００ １́５０,载荷作用位置和边界条

件如图１０所示.算例２中,投影锐度βe 和βT 的

初值均为１６.结构基体部分的材料性质为ρb ＝
０７和Eb ＝０４.过滤过程的滤波半径Rf ＝８,稳

健性控制参数 Δηf ＝０１,优化问题的质量约束

为４０％.

图７　MBB梁算例

Fig７　MBB

图８　迭代过程中的温度分布和中间拓扑

Fig８　Temperaturedistributionandintermediate
topologyofiterativeprocess

图９　过滤半径Rf 取不同值时的优化结果

Fig９　OptimizationresultswhenRftakesdifferentvalues

图１０　悬臂梁算例的设计域及边界条件

Fig１０　Designdomainandboundaryconditionsofcantileverbeam

图１１所示为设定结构表面层厚度w 分别取

值为４,６,８时的拓扑优化结果.此时,腐蚀过程的

过滤半径Re 分别为６,９和１２.观察到这三个优

化结果都成功地在结构外表面生成了高度均匀的

表面层.随着表面层厚度的增加,表面层材料的用

量也增加,导致结构基体中的杆件尺寸变细.同

时,由于表面层相对于基体是一种硬材料,整体结

构的刚度逐渐增大.
本文研究了稳健性参数 Δηf

对优化结果的影

响,不考虑稳健性,Δηf
分别取值为 ０１,０２ 和

０３时的拓扑优化结果如图１２所示.研究结果显

示,当没有使用稳健性公式时,优化结果出现了小

的孔洞和细小杆件,并且无法获得厚度均匀的结构

图１１　表面层厚度w 取不同值时的优化结果

Fig１１　Optimizationresultwhenwtakesdifferentvalues
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表面层.这样的优化结果并不符合期望值.当使

用稳健性公式但 Δηf
取不同值时,结构的最优拓

扑和最小尺寸也会发生一定的变化.

图１２　稳健性参数Δηf 取不同值时的优化结果

Fig１２　OptimizationresultwhenΔηftakesdifferentvalues

４３　双轴拉伸板

算例３　方形板在双轴拉伸下的拓扑优化设

计,选取方形板的四分之一(２００ ２́００)作为设计

域,载荷和边界条件的施加细节如图１３所示.投

影锐度βe 的初值为１,βT 的初值为１６,基体材料性

质Eb＝０４.过滤过程的滤波半径Rf＝２,异质表

面层厚度 w 取值为 １,即腐蚀过程的过滤半径

Re＝１５.稳健性控制参数Δηf
＝０１,最大允许质

量约束为４０％.

通过双轴拉伸板算例研究结构基体的不同材

料性质对优化结果的影响,如图１４所示.研究结

果显示,不同基体材料的性质对结构的最优拓扑具

有显著影响.这可以通过总的质量约束来解释,在
总质量不变的情况下,基体材料的密度越小,其在

结构占的空间就越大.

图１３　双轴拉伸板的设计域及边界条件

Fig１３　Designdomainandboundaryconditionsfor
biＧaxialtensionplate

算例３还研究了表面层相对于基体是一种软

材料时的优化问题,即外软内硬,此时材料性质分

别为ρs＝０７,Es＝０４和ρb＝１,Eb＝１.优化结果

如图１４所示.与图１４(b)外硬内软的优化结果相

比,图１５(a)的结构构型出现了较为明显的差异.

同时,１５(a,b)中的不同拓扑,进一步说明了过滤半

径Rf 对杆件尺寸的控制和对结构构型的影响.

图１４　基体材料性质ρb
取不同值时的优化结果

Fig１４　Optimizationresultwhenρbtakesdifferentvalues

图１５　表面层为软材料时Rf 取不同值时的优化结果

Fig１５　Resultwhenthesurfacetakessoftmaterial
fordifferentRf

５　结　论

随着严苛的服役环境对异质表面层结构的设

计提出了更高的要求,结构的外表面不能仅充当功

能层,还需要具备承载能力.为此,本文提出了一

种面向含外表面异质层结构构型设计的拓扑优化

方法.
首先,通过基于腐蚀算法的结构表面层建模技

术,构建了含外表面异质层结构的等效模型;接着,
采用 NＧVTM 成功区分了暴露与工作环境中的外

表面层和附着于封闭孔洞的内表面层;最后,建立

了含外表面异质层结构构型设计的拓扑优化模型.
数值算例讨论了结构参数、材料参数的不同取值对

拓扑优化结构构型的影响.结果表明,该方法可以

成功实现外表面异质层与结构基体的一体化拓扑

优化设计.
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HybridshapefunctionsandGurtinvariationalprinciplebasedon
temporalfiniteelementmethodfordynamicanalysis

CHENFengＧling,　HEYiＧqian,　YUYang,　YANGHaiＧtian∗

(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysis,OptimizationandCAESoftwareforIndustrialEquipment,

DepartmentofEngineeringMechanics,DalianUniversityofTechnology,Dalian１１６０２４,China)

Abstract:A kindofhybridshapefunctionsarspresentedusingpolynomialandtrigonometricbase
functions,andthreetemporalfiniteelementmodelsaredevelopedutilizingGurtinvariationalprinciple
andweightedresidualtechnique,suchthatvariablescanbecharacterizedmoreflexiblytocopewithmore
complextimevaryingloads．AnerrortransferformulaisderivedforthefirstＧordertemporalFEmodel,

bywhichstabilityanalysiscannumericallybeconductedwhentheshapefunctions,timestepsize,andthe
numbersoftemporalnodesaredetermined．Variousnumericalexampleswithconstant/variablestiffness
and mass,andpolynomialandharmonicexcitationsareprovidedtoillustratetheefficiencyofthe
proposedapproaches,andimpactsofdifferenttemporalFEmodels/shapefunctions,differentnumbersof
interpolationpoints,anddifferentstepsizes,etc．aretakenintoaccount．Satisfactoryresultsareachieved
incomparison with analyticalsolutions,resultsfrom Newmark method,and Central difference
method,etc．

Keywords:dynamicanalysis;hybridshapefunctions;temporalfiniteelement;gurtinvariationalprinciple;

weightedresidualmethod
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Topologyoptimizationmethodforstructuralconfiguration
designcontainingheterogeneousoutersurfacelayers

LIRan,　HUJingＧyu,　LIUShuＧtian∗

(StateKeyLaboratoryofStructuralAnalysis,OptimizationandCAESoftwarefor
IndustrialEquipment,DepartmentofEngineeringMechanics,DalianUniversityofTechnology,Dalian１１６０２４,China)

Abstract:Theharshserviceenvironmentrequirestheheterogeneoussurfacelayerstructuretomeetthe
specificfunctionwhileexhibitinglightweightcharacteristics．Inotherwords,theoutersurfaceofthe
structurecannotbeusedasonlyafunctionallayer．Itmustalsobeinvolvedinloadtransfer．Itsinfluence
shouldbeconsideredwhendesigningthestructure．Thispaperproposesatopologyoptimizationmethod
forstructuralconfigurationdesigncontainingheterogeneousoutersurfacelayers．Firstly,astructural
surfacelayermodelingtechniquebasedonanerosionalgorithmisusedtoconstructanequivalentmodel
oftheheterogeneoussurfacelayerstructurethroughsmoothfilteringanddiscreteprojecting．Second,the
open/closedholesinthestructureareidentifiedbythenonlinearvirtualtemperaturemethod,andbased
onthis,theoutersurfacelayerofthestructureexposedtotheworkingenvironmentandtheinnersurface
layerofthestructureattachedtotheenclosedholesaredistinguished．Finally,atopologyoptimization
modelforstructureswithheterogeneousoutersurfacelayersisdeveloped,andthesensitivityinformation
oftheobjectivefunctionconcerningthedesignvariablesisderived．Severalnumericalexamplesverifythe
effectivenessoftheproposedmethod．

Keywords:structureswithheterogeneoussurfacelayer;topologyoptimization;surfacelayeridentification
anddescription;virtualtemperaturemethod
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