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棻 引 言

参变量变分原理的基本概念是钟万勰院士椲棻棳棽椵

于棻椆椄椀年首次提出棳并由钟万勰先生指导的博士生
张柔雷椲棾椵和孙苏明椲棿椵较为系统地建立了参变量变
分原理的理论框架和提出了相应的数值算法暎最
初参变量变分原理主要用于解决弹塑性等非线性

问题暎之后经过钟万勰先生的众多弟子以及计算
力学同行的不断发展棳参变量变分原理已经拓展应
用到岩土力学暍柔性结构暍润滑力学暍材料损伤与破
坏和振动结构分析等各个领域暎棻椆椆棾年国际著名
计算力学家英国普次茅斯大学斅旘斿斺斺旈斸教授组织编
写了国际计算工程系列丛书暥接触力学计算方法暦
棬斆旓旐旔旛旚斸旚旈旓旑斸旍斖斿旚旇旓斾旙旈旑斆旓旑旚斸斻旚斖斿斻旇斸旑旈斻旙棭棳
钟万勰先生受特别邀请与吴承伟撰写了第椆章棬弹
塑性接触的参数二次规划算法棭椲椀椵棳详细介绍了参
变量变分原理在弹塑性干接触和润滑接触问题中

的应用暎棻椆椆椃年受科学出版社邀请棳钟万勰先生
与张洪武和吴承伟共同完成了参变量变分原理及

其在工程中的应用一书椲椂椵棳在此书中参变量变分原
理得到较为系统的介绍棳形成了一个较为完整的理
论体系暎

参变量变分原理是一种求解数学物理问题中

边界待定等非线性问题的一种全新方法暎其突破
了经典变分原理的局限性棳引入了现代控制论的极
值变分思想棳将原问题转化为求解由本构关系建立
的状态方程控制下的泛函极小值问题暎其与经典
变分原理的主要区别在于棳在参变量变分原理中棳
首先本构关系不再像经典变分原理那样隐含于能

量泛函中棳而是用状态方程控制整个变分过程椈其
次参变量变分原理中的宗量分为两大类棳一类是参
加变分的状态变量棳其与经典变分原理的宗量完全
一样椈另一类是控制变量棬亦即参变量棭棳其不参加
变分棳但是却通过状态方程控制着整个变分过程棳
从而使得问题的非线性本构关系得到自动满足暎

参变量变分原理具有自己的明显特色与优势暎
棬棻棭其比经典变分原理应用范围更为广泛暎如在
塑性流动分析中其不受斈旘旛斻旊斿旘假设的限制棳能够
很方便解决带内摩擦材料的非关联流动暍弹塑性耦
合材料的不可逆流动暍摩擦接触体间的非法向滑动
等工程问题暎棬棽棭参变量变分原理使得非线性问
题的求解更为简化棳数值求解不需要传统的反复冗
长的迭代过程暎如果把线性方程组求解看成是一
次分解过程棳那么参变量变分原理最多需要二次分
解过程棳而且数值求解精度高暎棬棾棭参变量变分原
理的泛函表达式比经典变分原理仅多了一个变分

宗量线性项棳因为控制变量不参加变分棳在泛函中
可以作为常数来处理棳使得数值算法可以在常用的
线性分析程序上实现暎

本文作者于棻椆椄椆暘棻椆椆棸年在大连理工大学工



程力学研究所做博士后期间棳在钱令希先生的鼓励
下棳有幸得到了钟万勰先生的指导棳将参变量变分
原理及其参数二次规划算法用于解决润滑接触力

学中的固液界面滑移等问题棳这是采用其他方法很
难求解的非线性问题棳使得作者终生受益暎在钟万
勰先生椆棸诞辰之际棳倍感当年钟先生悉心指导的
价值珍贵暎本文对参变量变分原理的基本概念暍理
论框架及其工程应用做一个简要回顾与综述暎
棽 参变量变分原理的建立

棽棶棻 拉压不等刚度的非线性杆系结构
为了更加清晰地描述参变量变分原理棳本文首

先分析如图棻所示的非线性三杆拉压杆系结构
棬图棻棬斸棭棭暎三杆的拉压刚度不等棬图棻棬斺棭棭棳每根
杆的拉伸刚度系数为 斣棳压缩刚度为 棳拉力
为 暎假设杆系在力 作用下棳杆棻伸长 棳第
根杆的伸长量为殼棬殼棻椊 棭棳那么该非线性杆系的
平衡方程和连续条件与本构关系如下暎

   
棾

椊棻
棴 椊棸 棬椊棻棳棽棳棾棭 棬棻棭

   殼 椊 棴 棬棽棭
   殼椊 棷 斣 棬当 椌棸棭

棷 棬当 曑棸棭 棬棾棭
对于这样的非线性结构棳本文很难进行一步求

解棳常规的求解方法就是对方程组反复循环迭代暎
但是迭代求解技术有时无效棳常出现反复跳跃棳迭
代不收敛棬尤其是结构复杂时棳如杆的数量增多棳

图棻 拉压不等刚度的非线性杆系结构
斊旈旂棶棻 斘旓旑旍旈旑斿斸旘斺斸旘旙旟旙旚斿旐旙旚旘旛斻旚旛旘斿旝旈旚旇旛旑斿旕旛斸旍旙旚旈旀旀旑斿旙旙

 旓旀旚斿旑旙旈旓旑斸旑斾斻旓旐旔旘斿旙旙旈旓旑

拉压刚度变化多样棭暎然而棳利用参变量变分原理
解决这一类问题就简单多了椲椂椵暎

假设图棻所示的三杆结构全部受压棬也可以假
设全部受拉棭棳那么对于受压杆很容易得到本构关
系殼 椊 棷 椈对于受拉杆本文引入了一个控制
变量棬附加伸长量棭 棬 曒棸棭棳那么受拉杆的本构
关系也可以用压缩刚度表示殼 椊 棷 棲 棳从
图棻棬斺棭可以得到

椊 棷 斣棴 棷 棬棿棭
这样无论对于受拉和受压杆棳本构关系可以统一表
达式为

椊 棬 棴 棴 棭 棬椀棭
若令函数 满足式棬椂棭

棷 斣椊 棷 斣棴 棷 棴 棬椂棭
则有棳当 曒棸棳 椊棸棳该根杆处于受拉状态椈当
椊棸棳 曑棸棳该根杆处于受压状态暎将式棬椀棭代
入式棬椂棭整理得
 棬棳棳 棭椊棬 棴 棭棬 棴 斣棭棴 棬椃棭
引入松弛变量 棳可以得到非线性杆系的本构关
系方程棬又称为状态方程棭椲椀椵

    棬棳棳 棭棲 椊棸 棬椄斸棭
    椊棸   棬 曒棸棳 曒棸棭棬椄斺棭

式中 和 为非负的互补变量棳两者至少有一个
为零或者同时为零暎当 椊棸棳 曒棸时棳 曑棸棳第
根杆受压椈当 曒棸棳椊棸时棳 椊棸棳第 根杆受拉暎
现在可以建立以 和 为状态变量的系统总

势能

  椊
棾

椊棻
棻
棽 棬 棴 棭棽棴
棬 棴 棭棲棻棽 棽 棴 棬椆棭

参变量变分原理的策略是只对状态变量 和

变分棳给出平衡方程棳但是控制变量 不参加变

分棳得到的平衡方程中含有参变量 棳 等待状态

方程棬椄棭确定暎既然 不参加变分棳式棬椆棭的 棻棽 棽

可以去掉棳系统总势能的表达式可以简化为
椲 棬暏棭椵椊

棾

椊棻
棻
棽 棬 棴 棭棽棴
棬 棴 棭 棴 棬棻棸棭

式中 椲 棬暏棭椵表示参变量 不参加变分棳其是
一个正定的二次函数暎式棬棻棸棭对 和 进行变分得

棾

椊棻
椲 棬 棴 棭棴 椵棴 椊棸 棬棻棻斸棭

棾

椊棻
椲 棬 棴 棭棴 椵椊棸 棬棻棻斺棭
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结合式棬椀棭得到系统的平衡方程为
  

棾

椊棻
棴 椊棸棳

棾

椊棻
椊棸 棬棻棽棭

证明了参变量最小势能原理暎于是满足平衡方程暍
连续条件和本构关系的具有不同拉压刚度的三杆

桁架结构问题棳可以描述为下列参数二次规划问题
    旐旈旑棶 椲 棬暏棭椵 棬棻棾斸棭

旙棶旚棶棬棳棳 棭棲 椊棸 棬棻棾斺棭
椊棸 棬棻棾斻棭
曒棸棳 曒棸  棬椊棻棳棽棳棾棭 棬棻棾斾棭

在二次规划问题中棳只有状态变量 和 参加变

分暎控制变量 不参加变分但是满足代表本构关

系的约束棳控制着变分过程暎实际上是最优控制论
中的现代变分思想暎至此棳本文把参变量变分原理
的基本思想通过一个非线性杆系结构清晰地表达

出来暎以上仅举例一个简单的变刚度结构棳实际上
这个方法可以推广到多级任意变刚度结构椲椂椵暎在
方程棬棻棾棭描述的参数二次规划中棳状态变量暍控制
变量 与松弛变量 会同时解出棳其在求解层次
上处于同一级别棳这是经典变分原理无法做到的暎
棽棶棽 弹塑性分析的参变量变分原理

棽棶棻节以非线性杆系结构为例介绍了参变量
变分原理的基本概念棳本节将以弹塑性非线性问题
为例棳展示参变量变分原理求解非线性问题的思路
与优势暎

弹塑性问题的参变量变分原理在棽棸世纪椄棸
年代棳钟万勰先生带领弟子们做了较为系统的研
究棳发表了一系列原创性论文椲棻灢棻棽椵棳奠定了弹塑性
问题参变量变分原理的理论基础暎假设在平衡的
结构域 上棳弹塑性问题的应力增量为斾 暍体力增
量为斾 暍应变增量为斾暍位移增量为斾 棳其应满足
下列关系式椲椂椵

   棬煥棭斾 棲斾 椊棸 棬棻棿棭
   斾 椊 斣棬煥棭斾 椊棸 棬棻椀棭

在平衡体系边界 上给定面力增量斾 棳在边界
上给定位移增量斾 棳满足边界条件

   棬棭斾 椊斾   棬在 上棭 棬棻椂棭
   斾 椊斾 棬在 上棭 棬棻椃棭

同时系统还要满足弹塑性本构关系

   斾 椊 棬斾 棴斾 棭 棬棻椄棭
   棬棳 棳棭曑棸 棬棻椆棭
   斾 椊棬灥棷灥 棭 棬棽棸棭

式中 为硬化参数向量棳 为在该增量步的比例

流动因子向量棬控制向量棭棳 为屈服函数向量暎当
椊棸时棳 椉棸椈当 曒棸时棳 椊棸暎引入松弛变

量向量 棳弹塑性问题的本构控制方程棬状态方程棭
可以描述为

   棬斾棳棭棲 椊棸  或 棬棽棻斸棭
   棬斾 棳棭棲 椊棸  或 棬棽棻斺棭
   棬斾 棳棭棲 椊棸 棬棽棻斻棭
   斣暏 椊棸棳 曒棸棳 曒棸 棬棽棻斾棭
根据上述定义棳参数最小势能原理可以描述

为棳在满足应变灢位移关系棬棻椀棭和几何边界条件棬棻椃棭
的所有可能解中棳真实解使得下面的总势能最小

 椊 棻
棽斾 斣 斾 棴 斣 斾 斾 棴

斾 斣斾斾 棴 斾 斣斾斾 棬棽棽棭
式中 椊棬灥棷灥 棭斣 为与当前状态无关的常量矩

阵棳 为弹性矩阵暎因而弹塑性参变量最小势能
原理可以表示为

   旐旈旑棶 椲棬暏棭椵 棬棽棾斸棭
   旙棶旚棶棬斾 棳棭棲 椊棸 棬棽棾斺棭
   斣暏 椊棸棳 曒棸棳 曒棸 棬棽棾斻棭
同理棳系统的最小余能可以表示为
椊 棻

棽斾 斣 棴棻斾 棲 斣 斾 棭斾 棴

斾 斣 棬棭斾 斾 棬棽棿棭
式中 椊棬灥棷灥 棭斣为常数矩阵暎弹塑性参变量最
小余能原理可以描述为

   旐旈旑棶 椲棬暏棭椵 棬棽椀斸棭
   旙棶旚棶棬斾 棳棭棲 椊棸 棬棽椀斺棭
   斣暏 椊棸棳 曒棸棳 曒棸 棬棽椀斻棭
以上为参变量变分原理的最小势能原理与最

小余能原理暎
棾 参变量变分原理的发展与应用

棾棶棻 参数二次规划算法
式棬棽棾棳棽椀棭描述的参变量变分问题采用有限元

离散化后可以实现数值求解暎迄今为止棳参数二次
规划算法是最为成功的算法棳可以说参数二次规划
算法与参变量变分原理是一对孪生兄弟暎钟万勰
先生在参变量变分原理经典论文中椲棻椵已经提出了
参数二次规划数值求解技术棳在棽棸世纪椄棸年代对
于参数二次规划算法做了大量研究椲棻棽灢棻椀椵棳其基本思
想是基于斕斿旐旊斿算法椲棻椂椵暎棻椆椄椄暘棻椆椄椆年棳钟万勰
等椲棻棿椵发表了连载论文棳详细介绍了参数二次规划
算法的理论与方法暎对于弹塑性问题棳如果二次规
划出现射线解棳其力学意义就是结构发生了塑性破
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坏棳二次规划的加载历史正好反映了结构的塑性变
形状态暎基于最小势能原理的弹塑性数值分析棳由
于刚度阵的正定性棳参数二次规划算法本身便具备
了保证在有限步以内使得增量解收敛和每个增量

解必为最优解的两大特点暎采用二次规划法求解
时棳每进行一次换基对应于一个单元进入塑性状
态暎若有 个单元进入加载状态棳则仅需要进行
棲棻次换基运算棳最后一次换基是把人工变量赶
出基底暎换一次基相当于进行一次斍斸旛旙旙灢斒旓旘斾斸旑
消元运算棳因而棳参数二次规划算法具有很高的数
值求解效率暎用经典变分原理离散后的解方程方
法是迭代求解棳收敛性是最为棘手的问题暎采用参
变量变分原理棳以 为控制参数棳在求解时与位移
增量处于同一级别棳当泛函达到最小时控制参数和
位移增量同时给出棳这是基于参变量变分原理的参
数二次规划算法计算效率高的主要原因暎
棾棶棽 弹塑性变形问题

结构的弹塑性变形问题属于最常见的力学三

大非线性问题之一棳数值求解的效率与精度一直备
受计算力学工作者的高度关注暎参变量变分原理
最初就是针对弹塑性与接触问题提出来的棳钟万勰
等椲椃棳棻椃椵在棽棸世纪椄棸年代棳发表了一系列基于参变
量变分原理的弹塑性分析的研究论文棳从各个角度
描述了参变量变分原理及其参数二次规划数值解

法在弹塑性分析中的成功应用暎文献椲椂椵给出了许
多参变量变分原理求解弹塑性问题的经典例子棳本
文仅给出两个经典数值算例棳揭示参变量变分原理
的数值求解优势暎第一个算例为无限长厚壁圆筒棳
内半径为 棻椊椀棸旐旑棳外半径为 棽椊棻椀棸旐旐棳受到
内压 的作用产生了弹塑性变形棳材料为屈服极限
椊棽棿棸棸斖斝斸的理想弹塑性材料棳弹性模量 椊

棽棸棸斍斝斸棳泊松比 椊棸棶棽椀棳假设材料服从 斣旘斿旙斻斸
屈服准则 椊 棴 棴 曑棸暎这是一个轴对称问
题棳塑性理论专著中有理论解析解暎采用参变量变
分原理及其二次规划数值求解技术棳仅在径向划分
棻棸个棿节点单元棳即可获得非常满意的结果暎表棻
给出了理论解析解与参变量变分及其二次规划数

值解的比较棳显示该方法具有很高的计算效率与精
度暎

第二个算例是利用参变量变分原理考察关联

与非关联流动差异性暎如图棽所示棳截面为椂旐暳
椂旐的矩形无限长理想弹塑性材料棳服从斈旛斻旊斿旘灢
斝旘斸旂斿旘屈服准则棳上下受到两个宽度为棻旐的刚
性压块作用棳最大压力为椃棶椀棽旊斘棳按照平面应变

表棻 无限长厚壁圆筒的弹塑性应力状态椲椂椵

斣斸斺棶棻斉旍斸旙旚旓旔旍斸旙旚旈斻旙旚旘斿旙旙旙旚斸旚斿旓旀斸旑旈旑旀旈旑旈旚斿旍旟
 旍旓旑旂旚旇旈斻旊灢旝斸旍旍斿斾斻旟旍旈旑斾斿旘椲椂椵

棷斖斝斸
棷旐旐 弹塑边界半径棷旐旐

解析 文献椲棻棾椵 解析 文献椲棻棾椵
塑性

单元

换基

次数

棽棸棸棶棸 棸棶棸椃棿 棸棶棸椃棿 弹性

棻棿棿椀棶椂 棸棶椀椄 棸棶椀椄棻 椂棸 椂棸 棻 棽
棻椃棿椂棶椃 棸棶椄棻 棸棶椄棻 椃棸 椃棸 棻灢棽 棾
棻椆椄椂棶椃 棻棶棸棻 棻棶棸棻 椄棸 椄棸 棻灢棾 棿
棽棾棾棸棶棽 棻棶椀椄 棻棶椀椄 棻棸棸 棻棸棸 棻灢椀 椂

图棽 刚性压头作用下材料的塑性变形
斊旈旂棶棽 斝旍斸旙旚旈斻斾斿旀旓旘旐斸旚旈旓旑旓旀旚旇斿旐斸旚斿旘旈斸旍旛旑斾斿旘

 旚旇斿斸斻旚旈旓旑旓旀斸旘旈旂旈斾旈旑斾斿旑旚斿旘

问题处理椲椂椵暎由于问题的对称性棳仅截取右上角
棻棷棿界面划分有限元网格棳研究斈旛斻旊斿旘灢斝旘斸旂斿旘准
则中的材料常数 和膨胀因子 对于塑性流动的

影响暎当 椊棸时首先在靠近压块边缘处发生屈
服棳当 椊棸棶棻椃棿时在压块边缘与中心之间也发生
屈服暎非关联流动法则下的塑性区扩展速度比相关
联流动法则下扩展速度快暎当 椊棸时棳斈旘旛斻旊斿旘灢
斝旘斸旂斿旘准则简化为 斖旈旙斿旙准则棳参变量变分原理的
计算精度与斆旇斿旑椲棻椄椵的三角形单元计算精度一致棳
但是参变量变分原理及其二次规划求解仅采用了

椂椄个四节点单元和棻棸个增量步椈而斆旇斿旑采用了
棽椃棿个三角形单元和棻棽棸个增量步棳进一步显示了
参变量变分原理数值求解效率的优势暎

参变量变分原理及其参数二次规划算法在结

构弹塑性分析方面具有自己的鲜明特色与优势暎
在众多学者的不断努力下棳目前已经可以解决理想
弹塑性椲棻椃椵暍塑性硬化和塑性软化等材料本构非线
性问题暎周太全等椲棻椆椵将参变量变分原理推广到研
究弹塑性损伤等问题棳构造了弹塑性损伤的势能泛
函棳建立了弹塑性损伤分析的参变量变分原理棳分
析了超静定杆系的弹塑性损伤问题暎张洪武等椲棽棸椵
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针对动力应变软化与局部化中的网格依赖性问题棳
在本构模型上采用了建立于非局部理论基础上的

梯度塑性模型棳有效克服软化材料在有限元分析中
的网格依赖性问题暎其基于参变量变分原理棳推导
了用于求解动力软化问题的参数二次规划有限元

方法列式棳并构造了具体的求解算法暎给出的动力
软化问题的一维和二维算例棳表明参变量变分原理
可以有效处理动力应变软化问题暎刘涛等椲棽棻椵基于
参变量变分原理棳研究了材料弹塑性数值模拟的多
尺度分析问题棳用渐近分析方法建立了宏灢细观变
量之间的关系暎针对斨旓旑灢斖旈旙斿旙准则和斣旙斸旈灢斎旈旍旍
准则棳提出了一个基于参变量变分原理的改进算
法棳可以显著消除传统方法采用线性展开式构造线
性互补条件带来的误差暎罗晓辉等椲棽棽椵根据大变形
弹塑性理论斕斸旂旘斸旑旂旈斸旑描述的方法棳利用参变量
变分原理的思想提出了弹塑性大变形斅旈旓旚固结理
论的数值模拟计算方法暎研究发现大变形条件下
的孔隙水压力比小变形时明显增加棳对于坑外地面
沉陷棳塑性膨胀因子的变化影响较为显著暎显示了
参变量变分原理在岩土材料大变形固结分析计算

中的数值求解优势暎
参变量变分原理的研究一直得到钱令希院士

的鼎力支持棳棻椆椆棽年钱先生还提出了刚性有限元
的参变量变分原理及其参数二次规划求解技

术椲棽棾椵暎发现刚性有限元参变量变分原理可以大大
地提高弹塑性分析的效率暎同时参变量变分原理
对增量步长不敏感棳因此计算时可以取较大的步长
以减少计算时间暎刚性有限元能方便地模拟层状
材料及岩石材料的变形方式和屈服条件棳因此棳其
可用于求解岩体稳定性问题暎如果将形状优化技
术引入刚性有限元棳可以找出边坡等结构的破坏方
式棳有利于深入研究其破坏机理暎
棾棶棾 弹塑性接触问题

接触问题大量存在于机械工程暍土木工程等各
个领域以及生活的环境中暎旋转机械工程中力的
传递主要依靠接触表面实现力传递棳如齿轮暍凸轮
和轴承等暎接触问题又分为干摩擦接触和润滑接
触问题棳后者耦合了流体力学问题使得求解技术更
为复杂暎接触问题属于边界待定的非线性力学问
题棳最常用的数值求解手段就是反复迭代暎同其他
非线性问题一样棳迭代的收敛速度与精度一直是计
算力学关心的热点暎文献椲棽棿椵详细介绍了关于接
触力学的各种理论与计算方法棳其中第椆章详细介
绍了参变量变分原理及其二次规划算法暎本文仅

介绍用参变量变分原理及其参数二次规划算法处

理各种接触问题的特点与优势暎
弹性接触问题的参变量变分原理是钟万勰先

生在棻椆椄椀年首先提出椲棻椵棳属于参变量变分原理的
奠基性论文暎类似于弹塑性问题棳接触位移增量
椊棬 棳 棭斣棬 为接触表面切向相对位移棳 为

表面法向相对位移棭可以分解为弹性接触位移增量
和塑性接触位移增量棳 椊 棲 暎两个相互接触
的弹性形体的法向接触应力 与切向接触应力

应满足库伦摩擦定律棳并且接触应力不能为拉
应力棬界面摩擦系数为 棭

    棻椊 棲 曑棸 棬棽椂斸棭
    棽椊棴 棲 曑棸 棬棽椂斺棭
    棾椊 曑棸 棬棽椂斻棭

函数 棻和 棽称为正向和负向接触界面切向滑移
函数棳 棾为接触分离函数棳相当于弹塑性问题中的
屈服函数暎与弹塑性问题非常类似棳对应接触屈服
函数棬棽椂斸棳棽椂斺棳棽椂斻棭棳可以定义接触界面滑动势函数

   棻椊 棳棽椊棴 棳 棾椊 棬棽椃棭
那么接触滑动相对位移 可以表示为

     椊棬灥棷灥 棭斣 棬棽椄棭
式中 椊棬棻棳棽棳棾棭斣 为界面滑移位移增量向量棳
代表 或 暎接触应力增量向量为
斾 椊 棬 棲 灣棭椊 棬 棲 灣棴 棭 棬棽椆棭

式中 灣椊棬棸棳灣棭斣 为接触间隙向量棳 为接触单

元弹性矩阵棳用法向和切向惩罚因子 棬 曻 曓棳
曻曓棳棭表示为

    椊
棸

棸
撿
擁梹梹

擆
擇梹梹 棬棾棸棭

将式棬棽椄暙棾棸棭代入式棬棽椂棭并引入松弛变量棳可以得
到接触问题状态控制方程棳即

  棬 棳棭棲 暙椊棸 棬棾棻斸棭
  暙斣暏 椊棸棳暙曒棸棳 曒棸 棬棾棻斺棭

式中   椊棬棻棳棽棳棾棭斣棳暙椊棬暙棻棳暙棽棳暙棾棭斣
椊棬棻棳棽棳棾棭斣棳 椊棬斾 棳斾 棭斣

类似于弹塑性变形问题棳可写出弹塑性接触问
题的总势能棳即
椊 棻

棽斾 斣 斾 棴 斣 斾 斾 棴

斾 斣斾 斾 棴 斾 斣斾 斾
棻
棽棬 棲 灣棭斣 棬 棲 灣棭棴 斣 斾 棬棾棽棭

假设系统经过有限元离散后棳有 棻 个常规单
元暍 棽个接触单元棳总单元数 椊 棻棲 棽暎现在可
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以把弹塑性接触问题的参变量变分原理统一描述为

旐旈旑棶 椲棬暏棭椵椊棻棽 斣 棴 斣棬 棲 棭 棬棾棾斸棭
旙棶旚棶棬棲 灣棭棴 棴 棲 椊棸 棬棾棾斺棭

斣暏 椊棸棳 曒棸棳 曒棸 棬棾棾斻棭
式中的向量与矩阵内容不同于式棬棽棾棭棳其包含了常
规单元与接触单元的组合信息棳各个矩阵与向量的
物理意义参见文献椲椂椵暎对于某个非线性力学问
题棳建立参变量变分原理的关键是如何建立该问题
的状态控制方程棳良好的状态控制方程不但物理意
义清晰棳而且能够使得数值求解效率与可靠性大幅
度提高暎

以上介绍了二维弹塑性接触问题的参变量变

分原理棳对于空间接触问题接触切向应力 有两

个相互垂直的切向分量 棻 和 棽暎可以定义一个
切向应力模函数棳设在切向应力分量原点处模为
零棳在任意一条自原点出发的射线上棳模应当单调
增加棳与距离原点的距离成正比暎由 旐旓斾棬 棻棳
棻棭椊 确定的周边应该是凸的棳容许切向应力
的取值范围与接触法向压力有关棳可表示为
旐旓斾棬 棻棳 棻棭曑 暎在可取域内部滑动不可能发
生棳滑动只可能发生在边界上棳其滑动方向是垂直
于周边的内法线方向暎为了提高计算效率棳可行域
可以用一个无限大的无底 边形棱锥体代替古典

斆旓旛旍旓旐斺定律的圆锥体椲椀椵棳这样空间三维接触问
题的状态控制方程就可以实现逐次线性化暎

接触问题的参变量变分原理的提出棳受到国内
外学者的高度关注与不断发展暎张洪武等椲棽椀棳棽椂椵基
于参变量变分原理采用正交各向异性摩擦定律对

三维弹塑性摩擦接触问题进行分析暎对三维接触
问题滑动方向的确定棳该文提出了组合规划法和迭
代法棳建立了用于各向异性摩擦接触分析的二阶锥
线性互补模型暎由于避免了对摩擦锥的显式线性
化棳该方法的变量个数比线性互补模型小很多棳并
且精度高暎之后李建宇等椲棽椃椵提出了增广斕斸旂旘斸旑旂斿
线性互补表述形式棳构造出求解摩擦接触问题的一
种增广斕斸旂旘斸旑旂斿线性互补算法暎虽然也包含了惩
罚参数棳但在理论上不需要其趋于无穷大就能得到
精确解暎廖爱华等椲棽椄椵针对某柴油机涡轮增压器的
压气机设计问题棳采用参变量变分原理并结合多重
子结构技术棳研究了叶轮与轴套暍轴套与轴的三维
弹塑性接触问题棳获得了叶轮暍轴套与轴之间接触
应力的分布规律棳发现轴套与轴的过盈量是影响涡
轮增压器性能的关键参数暎并提出非均匀初始过
盈量设计技术棳以保证接触面不发生相对位移和接

触应力均匀性暎张军等椲棽椆椵应用参变量变分原理及
有限元参数二次规划法棳研究了机车车轮与道岔的
接触问题棳发现由于车轮踏面与辙叉的型面不配合
轮与辙叉形成两点接触棳靠近轮缘处踏面和辙叉接
触斑的结构应力与接触力太大棳导致了车轮踏面与
辙叉的磨耗严重棳为改进道岔设计提供了理论依
据暎赵伟等椲棾棸椵利用参变量变分原理和数学二次规
划法研究了轮轨接触问题棳发现轮对承受横向载荷
时棳轮轨接触点在粘着区和蠕滑区有明显差异棳在
粘着区蠕滑与钢轨纵向夹角较小棳而在蠕滑区方向
与钢轨纵向夹角较大棳这些研究对于轮轨接触设计
具有指导意义暎此外棳张洪武椲棾棻椵基于参变量变分
原理棳建立了弹性接触颗粒状组成周期性结构材料
力学分析的均匀化模型棳研究了具有周期性构造的
弹性接触颗粒材料力学的微观与宏观两级均匀化

方法棳发展了问题局部微观尺度分析的有限元求解
技术暎
棾棶棿 固液界面滑移问题

数百年来棳在经典流体力学和润滑力学的所有
教科书和论文中棳几乎都有一个重要假设棳在固体
和液体的交界面上没有滑移棳即固体和液体在交界
面上没有相对运动棳这就是所谓的非滑移边界条
件棳已广泛用于各种工程和实验棳几乎所有的流体
粘度和流变学实验都是基于这个假设暎这个假设
对于宏观流体动力学问题是成立的棳因为界面剪力
不是很大暎

假设固灢液交界面上没有滑移棳在物理概念上
就是假设固液交界面上的流体剪应力可以达到无

穷大棳这个假设在近代受到了实验的严厉挑战暎近
年来随着纳米测试技术的不断进步棳对固液界面滑
移问题的纳米尺度测试成为可能棳近场激光速度仪
斘斊斕斨暍原子力显微镜斄斊斖和表面力仪斢斊斄的直
接观测反复证明了固液界面滑移无可怀疑暎除了
试验之外棳分子动力学数值模拟也证明固液界面存
在滑移现象暎但是关于固液界面的滑移准则与分
析理论研究还比较落后暎本文作者在棽棸世纪椆棸
年代初师从钱令希院士做博士后期间棳受钱令希先
生的鼓励棳开始向钟先生学习参变量变分原理在润
滑力学中的应用暎棻椆椆棽年吴承伟与钟先生和钱令
希先生等发表了第一篇关于流体力学间隙流动的

固液界面滑移论文椲棾棽椵暎润滑接触问题分析比干接
触问题复杂棳不但涉及到两个固体表面棳而且还涉
及到流体的流动问题暎若考虑固体的弹性变形棳又
属于流固强耦合问题暎固液界面滑移问题的状态
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控制方程要比固体干接触问题复杂棳本文不再详细
描述棳但是变分泛函经过有限元离散后棳流固边界
滑移问题的数学描述与弹塑性接触问题非常类似棳
旐旈旑棶椲棬暏棭椵椊棻棽 斣 斣棴 斣棬 棲 棴 暏棴 棭

棬棾棿斸棭
旙棶旚棶 棲 棲 棴 椊棸 棬棾棿斺棭
斣暏 椊棸棳 曒棸棳 曒棸 棬棾棿斻棭
式中 和 暏 为流体膜厚与密度对时间的导数棳
为流体压力棬最后求解的关键参数棭棳其他各矩阵与
向量在文献椲椀棳椂椵中有详细描述暎利用参变量变分
原理及其参数二次规划算法能够很方便一次求解

流固耦合界面滑移润滑问题的各个参数棳不但可以
揭示流固界面滑移区的产生机理棳而且发现了当两
个固体表面相对滑动速度太大时发生油膜破裂的

物理本质椲棾棽棳棾棾椵暎超疏水表面的亲水能力很弱棳近
年来很多试验证明了在微纳间隙流动容易发生大

面积滑移暎这个问题理论分析若采用迭代求解技
术很难收敛暎吴承伟等椲棾棿棳棾椀椵利用参变量变分原理
及其参数二次规划算法棳可以很方便处理这个问
题棳理论预报与试验吻合非常好暎图棾是利用参变
量变分原理斝斨斝预报的超疏水球压向平面的流体
动压力 与水膜厚度倒数的关系暎而其他方
法椲棾椂棳棾椃椵理论预报与试验误差较大暎

图棾 超疏水球流体膜挤压理论预报与实验比较
斊旈旂棶棾 斣旇斿旓旘斿旚旈斻斸旍旔旘斿斾旈斻旚旈旓旑斸旑斾斿旞旔斿旘旈旐斿旑旚斸旍斻旓旐旔斸旘旈旙旓旑旓旀

 旙旛旔斿旘旇旟斾旘旓旔旇旓斺旈斻旙旔旇斿旘旈斻斸旍旀旍旛旈斾旙旕旛斿斿旡旈旑旂旀旈旍旐

吴承伟等椲棾椄椵把参变量变分原理用于分析金属
板扎制过程中的粘塑性润滑问题棳能够快速预报金
属扎制过程中润滑油馍的厚度与扎制速度的关系棳
为金属扎制工艺设计提供了理论基础暎之后基于
润滑固液界面滑移动力学研究基础棳设计了一种滑
移与非滑移复合表面滑动轴承棳使得轴承的摩擦力
大幅度减小棳承载力大幅度提高椲棾椆灢棿棾椵暎如经过滑移
区形状优化设计棳滑块轴承的流体承载力比经典轴
承提高了棻椀椆棩棳摩擦阻力降低了椀椆棩椲棿棿椵暎另外棳

吴承伟等椲棿椀椵建立了双线性流变关系润滑剂的润滑
力学本构方程与参变量变分原理棳使得这类非线性
润滑问题得到解决暎当第一级粘度趋于无穷大时棳
这个模型就退化为斅旈旑旂旇斸旐流变润滑问题暎显示
了参变量变分原理在润滑力学数值计算中的明显

特色与优势暎
棾棶椀 岩土力学问题

自从棻椆椄椂年钟先生发表了第一篇关于土力学
问题的参变量变分原理论文椲椆椵棳众多学者不断发展
和拓展岩土力学问题的参变量变分原理棳已经形成
了一套比较完整的理论体系暎岩土类材料在受载
时不仅会产生弹塑性变形棳还常伴随着渗流和固
结棳是一个典型的与时间相关的动态变形过程暎
曾攀等椲棿椂棳棿椃椵于棻椆椆棻年建立了岩土渗透固结过程
的参变量变分原理及其参数二次规划算法棳可有效
处理岩土弹塑性渗透固结问题暎文献椲棽棽棳棿椄灢椀棸椵
对于饱和土等岩土材料固结渗透动力学问题进行

了更深入的研究暎基于参变量变分原理及其参数
二次规划算法求解岩土介质的固结渗透非线性问

题棳求解过程不受斈旘旛斻旊斿旘假设的限制棳适用于弹
塑性固结分析的关联或非关联塑性流动问题暎同
时可以处理固结分析中的软化问题棳并避免了传统
固结弹塑性问题求解的反复的迭代过程暎显示了
参变量变分原理处理土力学若干非线性问题具有

自己的明显特色暎
彭华等椲椀棻椵利用参变量变分原理研究了预应力

轨枕的损伤演化和寿命平复方法棳揭示了预应力轨
枕在自身徐变与其他疲劳荷载交互作用下的材质

劣化损伤行为及其损伤失效机理棳对轨枕损伤过程
中的循环应力场进行更有效描述暎郑俊杰等椲椀棽棳椀棾椵

基于参变量变分原理研究了土的变形模量与压缩

模量之间的关系棳并给出了多元复合地基的复合模
量在弹性及塑性状态下的解析解暎朱珍德等椲椀棿椵采
用参变量变分原理棳研究了膨胀软岩的湿度弹塑性
问题棳湿度引起的膨胀应力灢塑性流动与随湿度变
化的屈服准则等相互耦合在一起棳给问题分析带来
一定的难度暎把这类问题用参变量变分原理及其
参数二次规划法来处理棳物理概念更加清晰棳数值
计算方法简便棳实用性强暎

邓岳保等椲椀椀椵基于地基梁模型能量泛函棳结合
参变量变分原理和分段线性地基模型中的互补条

件棳得到了一个标准的线性互补模型棳使地基梁位
移非线性求解问题转化为一个标准的数学规划问

题暎考虑非线性影响时棳地基梁位移曲线非均匀沉
降增大棳地基梁内力增大暎荷载大小及梁与地基的
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相对刚度均会影响地基梁位移分布形式暎栾茂田
等椲椀椂椵基于参变量变分原理的基本思想棳改进了多
体非连续变形计算力学模型棳探讨了能够涵盖各种
变形状态和运动形式的广义有限单元模式暎根据
非连续变形系统的分区参变量最小势能变分原理棳
联立变分驻值条件与参变量的状态控制条件棳建立
了多体系统非连续变形的基本控制方程暎该模型
不仅能够对多体系统进行静和动力耦合分析棳而且
还能够模拟多体系统的变形与应力及接触界面上

的接触应力和相对运动等复杂的非线性过程暎
棾棶椂 拉压变刚度结构分析

工程中有很多结构件受拉和受压时刚度各异棳
如钢索结构与网膜结构等暎这类结构受拉时刚度
较大棳但是受压时几乎没有刚度棳若大型结构由很
多此类构件组成棳结构呈现出较强的非线性特征棳
结构分析若采用传统的迭代求解技术棳收敛性一直
是比较棘手的问题暎然而参变量变分解决此类工
程问题却非常容易暎变刚度结构的参变量变分原
理与参数二次规划算法的基本理论在棽棶棻节已经
做了介绍暎钱江等椲椀椃椵基于参变量变分原理与参数
二次规划算法棳以上海市浦江大桥工程为设计背
景棳提出了大跨度斜拉桥采用具有单边约束性质的
辅助墩设计的参数二次规划分析方法棳显示了该方
法对分段线性系统极为有效暎高强等椲椀椄椵在钟万勰
先生指导下棳建立了拉压刚度不同杆单元组成的桁
架结构动力学的参变量变分原理棳将非线性动力分
析问题转换为线性互补问题求解棳并结合时间有限
元方法构造了求解此问题的保辛数值积分方法棳此
方法不需要迭代和刚度矩阵更新棳避免了迭代求解
方法的收敛问题棳数值计算过程稳定而高效暎索网
天线属于典型的索杆张拉结构棳具有抗拉不抗压的
材料非线性特性棳并与几何非线性的叠加给大型索
网天线结构的力学建模与分析带来很大困难暎谭
述君等椲椀椆椵研究了桁架式索网天线的本构非线性和
结构大变形引起的几何非线性问题棳首先针对含预
应力索单元拉压模量不同分段描述的本构关系棳通
过引入参变量棳导出了基于参变量及其互补方程的
统一描述形式暎然后利用拉格朗日应变描述索网
天线结构大变形问题棳建立了含有参变量的非线性
平衡方程和线性互补方程棳给出了牛顿灢拉斐逊迭
代法与莱姆算法相结合的求解算法棳比传统算法具
有更稳定的收敛性和更高的求解精度棳此方法适合
于大型索网天线结构的高精度变形分析和预测暎
刘涛等椲椂棸椵在索网天线找形分析中使用了类似的方
法棳证明了参变量变分原理及其参数二次规划算法

在解决这一类非线性结构问题的有效性暎直升机
在舰船上停留或者在机库长期存放时棳必须使用系
留装置将直升机牢固系留在舰船上棳需要对直升机
的系留索具和系留接头上的载荷进行分析棳从而给
出合理的系留方案棳使直升机和系留设备上承受的
载荷比较均匀和合理暎张燕辉等椲椂棻椵基于参变量变
分原理棳研究了直升机的系留结构非线性力学问
题棳为提高直升机系留载荷计算效率暍快速优化系
留方案等提供了可靠依据暎
棾棶椃 先进材料的力学性能分析

先进材料是由各种微纳结构组成的针对各种

工程需求而特殊设计的新材料暎先进材料设计与
性能分析不同于常规的金属材料棳常涉及到非线性
与多尺度分析等问题暎先进材料种类繁多且性能
各异棳很难建立一套统一的分析理论与方法暎参变
量变分原理在这类材料的设计与分析中同样具有

自己的特色与优势暎棻椆椄椆年潘敬哲等椲椂棽椵发表了一
篇关于纤维增强复合材料层压板失效分析的论文棳
建立了关于具有逐层失效不连续本构关系的纤维

增强复合材料层压板的参变量变分原理棳构造的受
参变量控制的能量泛函的驻值问题可转化为一个

拟二次规划问题暎该方法的优点在于避免了分析
层压板强度的冗长迭代过程棳可在一个加载步内求
出对应各单层失效的一系列强度比值暎张洪武
等椲椂棾椵针对材料非线性多级分析的计算模型与算法
问题棳采用近似技术建立非线性分析的本征应变矩
阵棳构造了针对弹塑性材料均匀化分析的一致性算
法暎将建立的单胞分析过程作为有限元分析的子
程序嵌入到总程序系统当中完成对应的高斯点应

力计算暎针对考虑材料内摩擦接触的颗粒材料多
尺度计算问题棳建立了一种基于数值技术的多级分
析方法暎张洪武等椲椂椀椵针对非均质材料在小变形下
的弹塑性力学行为进行数值模拟棳建立了基于参数
变分原理的多边形有限元法和 斨旓旘旓旑旓旈单元有限
元法棳给出了多边形单元的形状函数棳验证了弹塑
体系的参数势能原理暎针对碳纳米管力学问题棳文
献椲椂椂椵建立了任意两个相邻非键合原子之间范德
华力模拟的参数变分原理棳以及相应的改进二次规
划方法暎与传统数值迭代方法相比棳该方法仅依赖
于标准二次规划问题求解中的基交换暎在计算中
表现出非常好的收敛性暎斱旇斸旑旂等椲椂椃灢椂椆椵利用参数
变分原理棳研究了双模量复合材料的力学行为棳创
建了一个统一的本构方程棳以解决局部坐标系中应
变不连续性引起的问题暎通过结合材料改性的概
念棳成功地将该方法扩展到薄膜材料的起皱分析暎
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在文献椲椃棸椵第棿章和第椂章对这个问题的参变量
变分原理及其数值方法进行了比较详细的介绍暎
棾棶椄 其他应用

棾棶棻节暙棾棶椃节介绍了参变量变分原理在处理
各种非线性力学问题中的理论发展及其应用棳其实
参变量变分原理能够处理的非线性问题很多棳尤其
擅长处理本构参数阶跃式变化的非线性问题暎同
时也可以有效处理材料的粘塑性暍蠕变与损伤等问
题暎棻椆椆棻年曾攀等椲椃棻椵用参变量变分原理研究了材
料的粘塑性力学行为棳建立了粘塑性问题的参变量
变分原理与参数二次规划算法椲椃棽椵暎之后曾攀等椲椃棾棳椃棿椵

建立了具有损伤耦合效应的弹塑性蠕变问题的参

变量变分原理棳给出了用于结构损伤失效分析的有
限元列式与相应的数值分析方法椲椃椀椵暎曹文街等椲椃椂椵

基于连续介质损伤力学中有效应力的概念棳研究建
筑结构的热弹塑性与损伤的耦合问题棳建立了热弹
塑性损伤问题结构分析的参变量变分原理暎

重大工程结构中存在诸多不确定因素棳这些随
机因素对工程结构的安全使用或运营的影响不可

忽略暎谢尊椲椃椃椵基于参变量变分原理棳研究了变截
面随机结构静力响应的精确求解方法棳解决了随机
摄动法和随机谱方法难以求解具有连续位移场的

随机结构静力响应问题暎
最优控制论是现代控制论的重要组成部分棳

斕斞最优控制问题是最优控制理论中最基本的核
心问题之一暎有关斕斞最优控制系统设计与数值
算法大多都限于系统无约束情况暎彭海军等椲椃椄椵基
于弹塑性接触力学的参变量变分原理的基本思想棳
建立了控制输入受限的线性二次规划最优控制问

题的物理方程棳亦即耦合的 斎斸旐旈旍旚旓旑正则方程与
线性互补方程棳将连续时间离散成一系列等间距时
间段棳采用二次规划方法求解输入受限的斕斞最优
控制问题棳该方法数值收敛性好棳计算精度对于步
长不敏感暎
棿 结 论

参变量变分原理是一种求解数学物理问题中

边界待定等非线性问题的一种全新理论与方法暎
其突破了经典变分原理的局限性棳引入了现代控制
论的极值变分思想棳将原问题转化为求解由本构关
系建立的状态方程控制下的泛函极小值问题暎参
变量变分原理具有自己的明显特色与优势棳比经典
变分原理应用范围更为广泛棳参变量变分原理求解
非线性问题时不需要传统的冗长迭代过程棳因而没
有棘手的收敛性问题暎如果把线性方程组求解看

成是一次分解过程棳那么参变量变分原理最多需要
二次分解过程棳而且数值求解精度高暎

经过几十年的不断发展棳参变量变分原理已经
成功应用于各个领域暎本文介绍了参变量变分原
理的起源与建立过程棳阐明了如何针对特定的非线
性问题棳建立参变量变分原理理论模型以及实现数
值参数二次规划求解暎详细回顾了参变量变分原
理的基本理论与相应数值算法在各个领域的发展

及其工程应用棳其中包括弹塑性分析暍接触问题暍润
滑力学暍岩土力学暍变刚度杆系结构暍先进材料性能
分析暍材料的蠕变与损伤暍柔性结构力学和斕斞最
优控制等暎展示了参变量变分原理求解各类非线
性问题的特色与优势暎

为了便于化归参数二次规划的成熟算法棳目前
参变量变分原理的变分泛函多数都是经过线性化

处理棳然而线性化处理会带来一定的计算误差暎钟
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线性化处理的概念棳直接利用原有的参变量变分原
理棳将原问题化为一般的非线性规划问题棳找出其
有效算法和做出其增量步逐步积分暎相信参变量
变分原理还有很多的发展空间棳以展示其在求解各
类非线性问题的特色与优势暎
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斝斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿旀旓旘旘旈旂旈斾旀旈旑旈旚斿斿旍斿旐斿旑旚

椀棾 第棻期 吴承伟椇参变量变分原理的提出暍发展与应用



斸旑斾旈旚旙旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旕旛斸斾旘斸旚旈斻旔旘旓旂旘斸旐旐旈旑旂椲斒椵棶
棳棻椆椆棽棳椆棬棽棭椇棻棻椃灢

棻棽棾棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭
椲棽棿椵斄旍旈斸斺斸斾旈斖 斎棳斅旘斿斺斺旈斸斆斄棶

椲斖椵棶斦斔椇斆旓旐旔旛旚斸旚旈旓旑斸旍斖斿斻旇斸灢
旑旈斻旙斝旛斺旍旈斻斸旚旈旓旑旙 敠 斉旍旙斿旜旈斿旘斢斻旈斿旑斻斿 斝旛斺旍旈斻斸旚旈旓旑旙
斕旚斾棳棻椆椆棾棶

椲棽椀椵张洪武棳何素艳棳李兴斯棶正交各向异性弹塑性摩擦接
触问题的数值求解椲斒椵棶固体力学学报棳棽棸棸棿棳棽椀棬棿棭椇
棿棻棻灢棿棻椂棶棬斱斎斄斘斍斎旓旑旂灢旝旛棳斎斉斢旛灢旟斸旑棳斕斏斬旈旑旂灢旙旈棶
斘旛旐斿旘旈斻斸旍旙旓旍旛旚旈旓旑旓旀棾斈斿旍斸旙旚旓灢旔旍斸旙旚旈斻斻旓旑旚斸斻旚旔旘旓斺灢
旍斿旐旙旝旈旚旇旓旘旚旇旓旚旘旓旔旈斻旀旘旈斻旚旈旓旑旍斸旝椲斒椵棶

棳棽棸棸棿棳棽椀棬棿棭椇棿棻棻灢棿棻椂棶棬旈旑斆旇旈灢
旑斿旙斿棭棭

椲棽椂椵李建宇棳张洪武棳潘少华棶正交各向异性摩擦接触分析
的一个二阶锥线性互补法椲斒椵棶固体力学学报棳棽棸棻棸棳
棾棻棬棽棭椇棻棸椆灢棻棻椄棶棬斕斏斒旈斸旑灢旟旛棳斱斎斄斘斍斎旓旑旂灢旝旛棳斝斄斘
斢旇斸旓灢旇旛斸棶斄旙斿斻旓旑斾灢旓旘斾斿旘斻旓旑斿旍旈旑斿斸旘斻旓旐旔旍斿灢旐斿旑旚斸灢
旘旈旚旟斸旔旔旘旓斸斻旇旀旓旘斻旓旑旚斸斻旚旔旘旓斺旍斿旐旙旝旈旚旇旓旘旚旇旓灢旚旘旓旔旈斻
旀旘旈斻旚旈旓旑旍斸旝椲斒椵棶 棳
棽棸棻棸棳棾棻棬棽棭椇棻棸椆灢棻棻椄棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲棽椃椵李建宇棳毕德学棶摩擦接触问题参变量二次规划分析
的增广斕斸旂旘斸旑旂斿算法椲斒椵棶天津科技大学学报棳棽棸棸椆棳
棽棿棬椂棭椇椀棿灢椀椆棶棬斕斏斒旈斸旑灢旟旛棳斅斏斈斿灢旞旛斿棶斄旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻
斸旛旂旐斿旑旚斿斾斕斸旂旘斸旑旂旈斸旑旕旛斸斾旘斸旚旈斻旔旘旓旂旘斸旐旐旈旑旂斸旔旔旘旓斸斻旇
旀旓旘旀旘旈斻旚旈旓旑斸旍斻旓旑旚斸斻旚旔旘旓斺旍斿旐旙椲斒椵棶

棳棽棸棸椆棳棽棿
棬椂棭椇椀棿灢椀椆棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲棽椄椵廖爱华棳张洪武棳吴昌华棶增压器压气机三维弹塑性接
触的研究椲斒椵棶机械工程学报棳棽棸棸椂棳棿棽棬椀棭椇椄棻灢椄椂棶
棬斕斏斄斚斄旈灢旇旛斸棳斱斎斄斘斍 斎旓旑旂灢旝旛棳斪斦斆旇斸旑旂灢旇旛斸棶
斢旚旛斾旟旓旑棾斈斿旍斸旙旚旓旔旍斸旙旚旈斻斻旓旑旚斸斻旚旔旘旓斺旍斿旐旓旀旚旛旘斺旓灢
斻旇斸旘旂斿旘斻旓旐旔旘斿旙旙旓旘椲斒椵棶

棳棽棸棸椂棳棿棽棬椀棭椇椄棻灢椄椂棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭
椲棽椆椵张 军棳王春艳棳孙传喜棳等棶轮对与道岔接触问题的有

限元分析椲斒椵棶铁道学报棳棽棸棸椆棳棾棻棬棾棭椇棽椂灢棾棸棶棬斱斎斄斘斍
斒旛旑棳斪斄斘斍 斆旇旛旑灢旟斸旑棳斢斦斘斆旇旛斸旑灢旞旈棳斿旚斸旍棶斊旈旑旈旚斿斿旍斿灢
旐斿旑旚斸旑斸旍旟旙旈旙旓旑斻旓旑旚斸斻旚旓旀旝旇斿斿旍旙斿旚斸旑斾旚旛旘旑旓旛旚椲斒椵棶

棳棽棸棸椆棳棾棻棬棾棭椇棽椂灢棾棸棶
棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲棾棸椵赵  伟棳张  军棳王春艳棳等棶接触角和横向载荷对轮
轨粘着的影响椲斒椵棶机械工程学报棳棽棸棻棻棳棿椃棬棽棽棭椇棻棸棸灢
棻棸椀棶棬斱斎斄斚 斪斿旈棳斱斎斄斘斍斒旛旑棳斪斄斘斍斆旇旛旑灢旟斸旑棳
斿旚斸旍棶斉旀旀斿斻旚旙旓旀旚旇斿斻旓旑旚斸斻旚斸旑旂旍斿斸旑斾旍斸旚斿旘斸旍旍旓斸斾旓旑
旚旇斿旝旇斿斿旍棷旘斸旈旍斸斾旇斿旙旈旓旑椲斒椵棶

棳棽棸棻棻棳棿椃棬棽棽棭椇棻棸棸灢棻棸椀棶棬旈旑斆旇旈灢
旑斿旙斿棭棭

椲棾棻椵张洪武棶弹性接触颗粒状周期性结构材料力学分析的
均匀化方法棬斏棭椇局部斠斨斉分析椲斒椵棶复合材料学报棳

棽棸棸棻棳棻椄棬棿棭椇椆棾灢椆椃棶棬斱斎斄斘斍 斎旓旑旂灢旝旛棶斎旓旐旓旂斿旑旈灢
旡斸旚旈旓旑旐斿旚旇旓斾旀旓旘旚旇斿斸旑斸旍旟旙旈旙旓旀斸旙旙斿旐斺旍斸旂斿旓旀斿旍斸旙旚旈斻
斻旓旑旚斸斻旚旂旘斸旈旑旙棬斏棭椇斕旓斻斸旍斠斨斉斸旑斸旍旟旙旈旙椲斒椵棶

棳棽棸棸棻棳棻椄棬棿棭椇椆棾灢椆椃棶棬旈旑斆旇旈灢
旑斿旙斿棭棭

椲棾棽椵斪旛斆斪棳斱旇旓旑旂斪斬棳斞旈斸旑斕斬棳斿旚斸旍棶斝斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸灢
旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿旓旀旜旈旙斻旓旔旍斸旙旚旈斻旍旛斺旘旈斻斸旚旈旓旑 旐旓斾斿旍
椲斒椵棶 棳棻椆椆棽棳棻棻棿棬棿棭椇椃棾棻灢椃棾椀棶

椲棾棾椵吴承伟棳胡令臣棶界面滑移与油膜破裂椲斒椵棶大连理工大
学学报棳棻椆椆棾棳棾棾棬棽棭椇棻椃棽灢棻椃椄棶棬斪斦斆旇斿旑旂灢旝斿旈棳斎斦
斕旈旑旂灢斻旇斿旑棶斪斸旍旍旙旍旈旔旔斸旂斿斸旑斾旓旈旍旀旈旍旐斻旓旍旍斸旔旙斿椲斒椵棶

棳棻椆椆棾棳棾棾棬棽棭椇
棻椃棽灢棻椃椄棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲棾棿椵斪旛斆斪棳斖斸斍斒棶斚旑旚旇斿斺旓旛旑斾斸旘旟旙旍旈旔旓旀旀旍旛旈斾旀旍旓旝
椲斒椵棶 椇

棳棽棸棸椀棳棿椄棬棽棭椇棻椃椄灢棻椄椃棶
椲棾椀椵斪旛斆斪棳斱旇旓旛斝棳斖斸斍斒棶斢旕旛斿斿旡斿旀旍旛旈斾旀旈旍旐旓旀旙旔旇斿灢

旘旈斻斸旍旇旟斾旘旓旔旇旓斺旈斻旙旛旘旀斸斻斿旙旝旈旚旇旝斸旍旍旙旍旈旔椲斒椵棶
棳棽棸棸椂棳棾椆棬椆棭椇椄椂棾灢椄椃棽棶

椲棾椂椵斆旘斸旈旂斨斢斒棳斘斿旚旓斆棳斪旈旍旍旈斸旐旙斈斠 斖棶斢旇斿斸旘灢斾斿旔斿旑灢
斾斿旑旚斺旓旛旑斾斸旘旟旙旍旈旔旈旑斸旑斸旕旛斿旓旛旙斘斿旝旚旓旑旈斸旑旍旈旕旛旈斾
椲斒椵棶 棳棽棸棸棻棳椄椃棬椀棭椇棸椀棿椀棸棿棶

椲棾椃椵斨旈旑旓旂旘斸斾旓旜斸斚斏棶斈旘斸旈旑斸旂斿旓旀斸旚旇旈旑旍旈旕旛旈斾旀旈旍旐斻旓旑灢
旀旈旑斿斾斺斿旚旝斿斿旑旇旟斾旘旓旔旇旓斺旈斻旙旛旘旀斸斻斿旙椲斒椵棶 棳
棻椆椆椀棳棻棻棬椂棭椇棽棽棻棾灢棽棽棽棸棶

椲棾椄椵斪旛斆斪棳斖斸斍斒棳斢旛旑斎斢棶斨旈旙斻旓旔旍斸旙旚旈斻旍旛斺旘旈斻斸旚旈旓旑斸灢
旑斸旍旟旙旈旙旈旑斸旐斿旚斸旍灢旘旓旍旍旈旑旂旈旑旍斿旚旡旓旑斿旛旙旈旑旂旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻
旕旛斸斾旘斸旚旈斻旔旘旓旂旘斸旐旐旈旑旂椲斒椵棶 棳
棽棸棸椀棳棻棽椃棬棾棭椇椂棸椀灢椂棻棸棶

椲棾椆椵斪旛斆斪棳斖斸斍斒棳斱旇旓旛斝棳斿旚斸旍棶斕旓旝旀旘旈斻旚旈旓旑斸旑斾旇旈旂旇
旍旓斸斾旙旛旔旔旓旘旚斻斸旔斸斻旈旚旟旓旀旙旍旈斾斿旘斺斿斸旘旈旑旂旝旈旚旇斸旐旈旞斿斾
旙旍旈旔旙旛旘旀斸斻斿椲斒椵棶 棳棽棸棸椂棳棻棽椄棬棿棭椇
椆棸棿灢椆棸椃棶

椲棿棸椵斪旛斆斪棳斖斸斍斒棶斄斺旑旓旘旐斸旍斺斿旇斸旜旈旓旘旓旀斸旇旟斾旘旓斾旟灢
旑斸旐旈斻旍旛斺旘旈斻斸旚旈旓旑旉旓旛旘旑斸旍斺斿斸旘旈旑旂斻斸旛旙斿斾斺旟旝斸旍旍旙旍旈旔
椲斒椵棶 棳棽棸棸椀棳棾椄棬椀棭椇棿椆棽灢棿椆椆棶

椲棿棻椵斪旛斆斪棳斢旛旑斎斬棶斞旛斸斾旘斸旚旈斻旔旘旓旂旘斸旐旐旈旑旂斸旍旂旓旘旈旚旇旐
旀旓旘旝斸旍旍旙旍旈旔斸旑斾旀旘斿斿斺旓旛旑斾斸旘旟旔旘斿旙旙旛旘斿斻旓旑斾旈旚旈旓旑椲斒椵棶

棳棽棸棸椂棳椀棸棬棽棭椇棻棾棻灢棻棿椀棶
椲棿棽椵斖斸斍斒棳斪旛斆斪棳斱旇旓旛斝棶斪斸旍旍旙旍旈旔斸旑斾旇旟斾旘旓斾旟旑斸灢

旐旈斻旙旓旀旚旝旓灢斾旈旐斿旑旙旈旓旑斸旍旉旓旛旘旑斸旍斺斿斸旘旈旑旂椲斒椵棶
棳棽棸棸椃棳棿棸棬椃棭椇棻棸椀椂灢棻棸椂椂棶

椲棿棾椵斖斸斍斒棳斪旛斆 斪棳斱旇旓旛斝棶斖旛旍旚旈灢旍旈旑斿斸旘旈旚旟斸旍旂旓旘旈旚旇旐
旀旓旘旝斸旍旍旙旍旈旔旈旑旚旝旓灢斾旈旐斿旑旙旈旓旑斸旍旂斸旔旀旍旓旝椲斒椵棶

棳
棽棸棸椃棳椂椆棬棻棽棭椇棽棿椂椆灢棽棿椄棿棶

椲棿棿椵斖斸斍斒棳斪旛斆 斪棳斱旇旓旛斝棶斎旟斾旘旓斾旟旑斸旐旈斻旙旓旀旙旍旈旔
旝斿斾旂斿斸旑斾旓旔旚旈旐旈旡斸旚旈旓旑旓旀旙旛旘旀斸斻斿旙旍旈旔旔旘旓旔斿旘旚旟椲斒椵棶

椂棾 计 算 力 学 学 报  第棿棻卷  



椇 棳
棳棽棸棸椃棳椀棸棬棾棭椇棾棽棻灢棾棾棸棶

椲棿椀椵斪旛斆斪棳斢旛旑斎斬棶斄旑斿旝旇旟斾旘旓斾旟旑斸旐旈斻旍旛斺旘旈斻斸旚旈旓旑
旚旇斿旓旘旟旀旓旘斺旈旍旈旑斿斸旘旘旇斿旓旍旓旂旈斻斸旍旀旍旛旈斾旙椲斒椵棶

棳棻椆椆椀棳椀椂棬棾棭椇棽椀棾灢
棽椂椂棶

椲棿椂椵曾 攀棳钱令希棶岩土中弹塑性渗透固结问题的参变量
变分原理椲斒椵棶力学学报棳棻椆椆棻棳棽棾棬棿棭椇棿椄棿灢棿椆棸棶棬斱斉斘斍
斝斸旑棳斞斏斄斘斕旈旑旂灢旞旈棶斣旇斿旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿
旀旓旘斿旍斸旙旚旓旔旍斸旙旚旈斻旈旚旟斻旓旑旙旓旍旈斾斸旚旈旓旑旈旑旙旓旈旍椲斒椵棶

棳棻椆椆棻棳棽棾棬棿棭椇棿椄棿灢棿椆棸棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭
椲棿椃椵曾  攀棳钱令希棶弹塑性岩土介质中渗透固结问题的

参数二次规划法椲斒椵棶应用力学学报棳棻椆椆棻棳椄棬棾棭椇棻灢
棻棸棳棻棿椃棶棬斱斉斘斍斝斸旑棳斞斏斄斘斕旈旑旂灢旞旈棶斣旇斿旕旛斸斾旘斸旚旈斻
旔旘旓旂旘斸旐旐旈旑旂旐斿旚旇旓斾旀旓旘斿旍斸旙旚旓旔旍斸旙旚旈斻斻旓旑旙旓旍旈斾斸旚旈旓旑
旔旘旓斺旍斿旐旈旑旙旓旈旍椲斒椵棶

棳棻椆椆棻棳椄棬棾棭椇棻灢棻棸棳棻棿椃棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭
椲棿椄椵张洪武棳钟万勰棳钱令希棶饱和土动力固结分析中的变

分原理椲斒椵棶岩土工程学报棳棻椆椆棽棳棻棿棬棾棭椇棽棸灢棽椆棶
棬斱斎斄斘斍斎旓旑旂灢旝旛棳斱斎斚斘斍 斪斸旑灢旞旈斿棳斞斏斄斘斕旈旑旂灢
旞旈棶斨斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿旀旓旘斾旟旑斸旐旈斻斻旓旑旙旓旍旈斾斸旚旈旓旑
斸旑斸旍旟旙旈旙旓旀旙斸旚旛旘斸旚斿斾旙旓旈旍椲斒椵棶

棳棻椆椆棽棳棻棿棬棾棭椇棽棸灢棽椆棶棬旈旑
斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲棿椆椵张洪武棳钟万勰棳钱令希棶土体固结弹塑性分析的参数
二次规划理论及有限元解椲斒椵棶岩土力学棳棻椆椆椀棳棻椂
棬棻棭椇棾椀灢棿椀棶棬斱斎斄斘斍 斎旓旑旂灢旝旛棳斱斎斚斘斍 斪斸旑灢旞旈斿棳
斞斏斄斘 斕旈旑旂灢旞旈棶斝斸旘斸旐斿旚旘旈斻旕旛斸斾旘斸旚旈斻 旔旘旓旂旘斸旐旐旈旑旂
旐斿旚旇旓斾斸旑斾旈旚旙旀旈旑旈旚斿斿旍斿旐斿旑旚旙旓旍旛旚旈旓旑旀旓旘旙旓旈旍旑旓旑灢
旍旈旑斿斸旘斻旓旑旙旓旍旈斾斸旚旈旓旑旔旘旓斺旍斿旐旙斺斸旙斿斾旓旑旂斿旑斿旘斸旍旈旡斿斾
斅旓旈旚斿旕旛斸旚旈旓旑旙椲斒椵棶 棳棻椆椆椀棳棻椂
棬棻棭椇棾椀灢棿椀棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲椀棸椵斱旇斸旑旂斎 斪棶斝斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿旀旓旘斿旍斸旙灢
旚旈斻灢旔旍斸旙旚旈斻斻旓旑旙旓旍旈斾斸旚旈旓旑斸旑斸旍旟旙旈旙旓旀旙斸旚旛旘斸旚斿斾旔旓旘旓旛旙
旐斿斾旈斸椲斒椵棶

棳棻椆椆椀棳棻椆棬棻棽棭椇
椄椀棻灢椄椂椃棶

椲椀棻椵彭  华棳王均星棳乐运国棶预应力轨枕的损伤演化和寿
命估算方法椲斒椵棶铁道学报棳棽棸棸棻棳棽棾棬椀棭椇椃棻灢椃棿棶
棬斝斉斘斍斎旛斸棳斪斄斘斍斒旛旑灢旞旈旑旂棳斮斦斉斮旛旑灢旂旛旓棶斈斸旐斸灢
旂斿斿旜旓旍旛旚旈旓旑旚旇斿旓旘旟斸旑斾旍旈旀斿斿旜斸旍旛斸旚旈旑旂旐斿旚旇旓斾旀旓旘
旔旘斿旙旚旘斿旙旙斿斾旙旍斿斿旔斿旘椲斒椵棶

棳棽棸棸棻棳棽棾棬椀棭椇椃棻灢椃棿棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭
椲椀棽椵郑俊杰棳区剑华棳袁内镇棳等棶多元复合地基压缩模量

参变量变分原理解析解椲斒椵棶岩土工程学报棳棽棸棸棾棳棽椀
棬棾棭椇棾棻椃灢棾棽棻棶棬斱斎斉斘斍斒旛旑灢旉旈斿棳斚斦斒旈斸旑灢旇旛斸棳斮斄斘
斘斿旈灢旡旇斿旑棳斿旚斸旍棶斄旑斸旍旟旚旈斻斸旍旙旓旍旛旚旈旓旑旙旓旀斻旓旐旔旓旙旈旚斿
旐旓斾旛旍旛旙旓旀旐旛旍旚旈灢斿旍斿旐斿旑旚斻旓旐旔旓旙旈旚斿旀旓旛旑斾斸旚旈旓旑斺旟
旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿椲斒椵棶

棳棽棸棸棾棳棽椀棬棾棭椇棾棻椃灢棾棽棻棶
棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲椀棾椵郑俊杰棳区剑华棳邢泰高棶参变量变分原理求解土的变
形模量与压缩模量间的关系椲斒椵棶固体力学学报棳
棽棸棸棿棳棽椀棬棻棭椇椀棾灢椀椃棶棬斱斎斉斘斍斒旛旑灢旉旈斿棳斚斦斒旈斸旑灢旇旛斸棳
斬斏斘斍斣斸旈灢旂斸旓棶斄旔旔旍旈斻斸旚旈旓旑旓旀旚旇斿旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸灢
旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿旈旑斾斿旚斿旘旐旈旑旈旑旂旚旇斿旘斿旍斸旚旈旓旑斺斿旚旝斿斿旑
旚旇斿旐旓斾旛旍旈旓旀旙旓旈旍斾斿旀旓旘旐斸旚旈旓旑斸旑斾旙旓旈旍斻旓旐旔旘斿旙旙旈旓旑
椲斒椵棶 棳棽棸棸棿棳棽椀棬棻棭椇椀棾灢
椀椃棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲椀棿椵朱珍德棳张爱军棳张  勇棳等棶基于湿度应力场理论的
膨胀岩弹塑性本构关系椲斒椵棶岩土力学棳棽棸棸棿棳棽椀棬椀棭椇
椃棸棸灢椃棸棽棶棬斱斎斦 斱旇斿旑灢斾斿棳斱斎斄斘斍 斄旈灢旉旛旑棳斱斎斄斘斍
斮旓旑旂棳斿旚斸旍棶斉旍斸旙旚旓旔旍斸旙旚旈斻斻旓旑旙旚旈旚旛旚旈旜斿旍斸旝旓旀旙旝斿旍旍旈旑旂
旘旓斻旊斺斸旙斿斾旓旑旇旛旐旈斾旈旚旟旙旚旘斿旙旙旀旈斿旍斾旚旇斿旓旘旟椲斒椵棶

棳棽棸棸棿棳棽椀棬椀棭椇椃棸棸灢椃棸棽棶棬旈旑斆旇旈灢
旑斿旙斿棭棭

椲椀椀椵邓岳保棳谢康和棳夏建中棶基于参变量变分原理的地基
梁位移非线性分析椲斒椵棶建筑结构学报棳棽棸棻棽棳棾棾棬棿棭椇
棻棿棽灢棻棿椆棶棬斈斉斘斍斮旛斿灢斺旈斸旓棳斬斏斉斔斸旑旂灢旇斿棳斬斏斄斒旈斸旑灢
旡旇旓旑旂棶斘旓旑灢旍旈旑斿斸旘斸旑斸旍旟旙旈旙旓旀旀旓旛旑斾斸旚旈旓旑斺斿斸旐斺斸旙斿斾
旓旑旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿椲斒椵棶

棳棽棸棻棽棳棾棾棬棿棭椇棻棿棽灢棻棿椆棶棬旈旑斆旇旈灢
旑斿旙斿棭棭

椲椀椂椵栾茂田棳黎 勇棳樊 成棳等棶多体非连续变形系统的计
算力学模型及其应用椲斒椵棶工程力学棳棽棸棸棿棳棽棻棬棿棭椇椂椂灢
椃棿棶棬斕斦斄斘 斖斸旓灢旚旈斸旑棳斕斏斮旓旑旂棳斊斄斘斆旇斿旑旂棳斿旚斸旍棶斄
旐旓斾斿旍旀旓旘斾旈旙斻旓旑旚旈旑旛旓旛旙斾斿旀旓旘旐斸旚旈旓旑旓旀旐旛旍旚旈灢斺旓斾旟旙旟旙灢
旚斿旐斸旑斾旈旚旙斸旔旔旍旈斻斸旚旈旓旑椲斒椵棶 棳
棽棸棸棿棳棽棻棬棿棭椇椂椂灢椃棿棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲椀椃椵钱  江棳卢文达棳翁智远棶带有单边约束斜拉桥非线性
问题的参数二次规划法分析椲斒椵棶土木工程学报棳
棻椆椆棾棳棽椂棬棽棭椇棾椆灢棿椃棶棬斞斏斄斘 斒旈斸旑旂棳斕斦 斪斿旑灢斾斸棳
斪斉斘斍斱旇旈灢旟旛斸旑棶斄旔旔旍旈斻斸旚旈旓旑旓旀旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旕旛斸斾旘斸旚旈斻
旔旘旓旂旘斸旐旐旈旑旂旚旓斻斸斺旍斿灢旙旚斸旟斿斾斺旘旈斾旂斿旝旈旚旇旛旑旈旍斸旚斿旘斸旍
旙旛旔旔旓旘旚旙 椲斒椵棶 棳
棻椆椆棾棳棽椂棬棽棭椇棾椆灢棿椃棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲椀椄椵高  强棳张洪武棳张  亮棳等棶拉压刚度不同桁架的动
力参变量变分原理和保辛算法椲斒椵棶振动与冲击棳
棽棸棻棾棳棾棽棬棿棭椇棻椃椆灢棻椄棿棶棬斍斄斚斞旈斸旑旂棳斱斎斄斘斍斎旓旑旂灢
旝旛棳斱斎斄斘斍斕旈斸旑旂棳斿旚斸旍棶斈旟旑斸旐旈斻旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸灢
旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿斸旑斾旙旟旐旔旍斿斻旚旈斻斸旍旂旓旘旈旚旇旐旀旓旘旚旘旛旙旙斿旙
旝旈旚旇斾旈旀旀斿旘斿旑旚旚斿旑旙旈旓旑斸旍斸旑斾斻旓旐旔旘斿旙旙旈旓旑斸旍旙旚旈旀旀旑斿旙旙斿旙
椲斒椵棶 棳棽棸棻棾棳棾棽棬棿棭椇棻椃椆灢
棻椄棿棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲椀椆椵谭述君棳侯  健棳吴志刚棳等棶索网天线的参变量变分
及非线性有限元方法椲斒椵棶力学学报棳棽棸棻棿棳棿椂棬椀棭椇
椃椃棸灢椃椃椀棶棬斣斄斘斢旇旛灢旉旛旑棳斎斚斦斒旈斸旑棳斪斦斱旇旈灢旂斸旑旂棳
斿旚斸旍棶斣旇斿旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿斸旑斾旑旓旑灢

椃棾 第棻期 吴承伟椇参变量变分原理的提出暍发展与应用



旍旈旑斿斸旘旀旈旑旈旚斿斿旍斿旐斿旑旚旐斿旚旇旓斾旀旓旘斸旑斸旍旟旙旈旙旓旀斸旙旚旘旓旐斿旙旇
斸旑旚斿旑旑斸旙旚旘旛斻旚旛旘斿旙椲斒椵棶

棳棽棸棻棿棳棿椂棬椀棭椇椃椃棸灢椃椃椀棶棬旈旑斆旇旈灢
旑斿旙斿棭棭

椲椂棸椵刘  涛棳王  碧棳唐国安棳等棶索网天线找形分析的参
变量变分有限元法椲斒椵棶计算力学学报棳棽棸棽棻棳棾椄棬棻棭椇
椃棾灢椃椃棶棬斕斏斦 斣斸旓棳斪斄斘斍斅旈棳斣斄斘斍斍旛旓灢斸旑棳斿旚斸旍棶
斝斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旀旈旑旈旚斿斿旍斿旐斿旑旚旐斿旚旇旓斾旀旓旘旚旇斿
旀旓旘旐灢旀旈旑斾旈旑旂旓旀旚旇斿斻斸斺旍斿灢旑斿旚旝旓旘旊斸旑旚斿旑旑斸椲斒椵棶

棳棽棸棽棻棳棾椄
棬棻棭椇椃棾灢椃椃棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲椂棻椵张燕辉棳高  强棶基于参变量变分原理的直升机系留
载荷高性能计算方法椲斒椵棶计算力学学报棳棽棸棽棽棳棾椆
棬椂棭椇椂椆椆灢椃棸椀棶棬斱斎斄斘斍斮斸旑灢旇旛旈棳斍斄斚斞旈斸旑旂棶斎旈旂旇灢
旔斿旘旀旓旘旐斸旑斻斿旐斿旚旇旓斾旀旓旘旐旓旓旘旈旑旂旍旓斸斾斻旓旐旔旛旚斸旚旈旓旑旓旀
旇斿旍旈斻旓旔旚斿旘斺斸旙斿斾旓旑旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿
椲斒椵棶 棳
棽棸棽棽棳棾椆棬椂棭椇椂椆椆灢椃棸椀棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲椂棽椵潘敬哲棳陈陆平棳钱令希棶纤维增强复合材料层压板的
失效过程分析椲斒椵棶应用力学学报棳棻椆椄椆棳椂棬棾棭椇棻灢棻棻棶
棬斝斄斘斒旈旑旂灢旡旇斿棳斆斎斉斘斕旛灢旔旈旑旂棳斞斏斄斘斕旈旑旂灢旞旈棶斣旇斿
旀斸旈旍旛旘斿斸旑斸旍旟旙旈旙旓旀斻旓旐旔旓旙旈旚斿旍斸旐旈旑旐斸旚斿旙斺旟旚旇斿旔斸旘斸灢
旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿椲斒椵棶

棳棻椆椄椆棳椂棬棾棭椇棻灢棻棻棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭
椲椂棾椵张洪武棳王鲲鹏棶弹塑性多尺度计算的模型与算法研

究椲斒椵棶复合材料学报棳棽棸棸棾棳棽棸棬棻棭椇椂棸灢椂椂棶棬斱斎斄斘斍
斎旓旑旂灢旝旛棳斪斸旑旂斔旛旑灢旔斿旑旂棶斘旛旐斿旘旈斻斸旍旐旓斾斿旍斸旑斾斸旍灢
旂旓旘旈旚旇旐旀旓旘旐旛旍旚旈灢旙斻斸旍斿斸旑斸旍旟旙旈旙旓旀斿旍斸旙旚旈斻灢旔旍斸旙旚旈斻斻旓旐灢
旔旓旙旈旚斿旐斸旚斿旘旈斸旍旙椲斒椵棶
棳棽棸棸棾棳棽棸棬棻棭椇椂棸灢椂椂棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲椂棿椵张洪武棳王鲲鹏棶材料非线性微灢宏观分析的多尺度方
法研究椲斒椵棶力学学报棳棽棸棸棿棳棾椂棬棾棭椇棾椀椆灢棾椂棾棶棬斱斎斄斘斍
斎旓旑旂灢旝旛棳斪斸旑旂斔旛旑灢旔斿旑旂棶斖旛旍旚旈旙斻斸旍斿旐斿旚旇旓斾旙旀旓旘旑旓旑灢
旍旈旑斿斸旘斸旑斸旍旟旙旈旙旓旀斻旓旐旔旓旙旈旚斿旐斸旚斿旘旈斸旍旙椲斒椵棶

棳棽棸棸棿棳棾椂棬棾棭椇棾椀椆灢棾椂棾棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭
椲椂椀椵斱旇斸旑旂斎 斪棳斪斸旑旂斎棳斪斸旑旂斒斅棶斝斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍

旔旘旈旑斻旈旔旍斿斺斸旙斿斾斿旍斸旙旚旈斻灢旔旍斸旙旚旈斻斸旑斸旍旟旙旈旙旓旀旐斸旚斿旘旈斸旍旙旝旈旚旇
旔旓旍旟旂旓旑斸旍斸旑斾斨旓旘旓旑旓旈斻斿旍旍旀旈旑旈旚斿斿旍斿旐斿旑旚旐斿旚旇旓斾旙椲斒椵棶

棳棽棸棸椃棳棿棾棬棾棭椇
棽棸椂灢棽棻椃棶

椲椂椂椵斱旇斸旑旂斎 斪棳斪斸旑旂斒斅棳斮斿斎斊棳斿旚斸旍棶斝斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈灢
斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿斸旑斾旕旛斸斾旘斸旚旈斻旔旘旓旂旘斸旐旐旈旑旂旐斿旚旇旓斾
旀旓旘旜斸旑斾斿旘 斪斸斸旍旙旀旓旘斻斿旙旈旐旛旍斸旚旈旓旑旓旀旔斸旘斸旍旍斿旍斸旑斾
斻旘旓旙旙旑斸旑旓旚旛斺斿旙椲斒椵棶

棳棽棸棸椃棳棿棿棬椆棭椇棽椃椄棾灢棽椄棸棻棶
椲椂椃椵斱旇斸旑旂斕棳斍斸旓斞棳斱旇斸旑旂斎斪棳斄旑斸旍旟旙旈旙旓旀棽斈斺旈旐旓斾旛灢

旍斸旘旐斸旚斿旘旈斸旍旙斸旑斾旝旘旈旑旊旍斿斾旐斿旐斺旘斸旑斿旙斺斸旙斿斾旓旑旚旇斿
旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿斸旑斾斻旓灢旘旓旚斸旚旈旓旑斸旍斸旔旔灢
旘旓斸斻旇椲斒椵棶

棳棽棸棻棿棳椆椄棬棻棸棭椇椃棽棻灢椃棿椂棶
椲椂椄椵斱旇斸旑旂斎 斪棳斱旇斸旑旂斕棳斍斄斚斞旈斸旑旂棶斄旑斿旀旀旈斻旈斿旑旚斻旓旐灢

旔旛旚斸旚旈旓旑斸旍旐斿旚旇旓斾旀旓旘旐斿斻旇斸旑旈斻斸旍斸旑斸旍旟旙旈旙旓旀斺旈旐旓斾旛灢
旍斸旘旙旚旘旛斻旚旛旘斿旙斺斸旙斿斾旓旑旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈灢
旔旍斿椲斒椵棶 棳棽棸棻棻棳椄椆棬棽棾灢棽棿棭椇
棽棾椀棽灢棽棾椂棸棶

椲椂椆椵斱旇斸旑旂斎斣棳斪旛斒棳斮斸旑斅棳斿旚斸旍棶斝斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍
旔旘旈旑斻旈旔旍斿旀旓旘斅旈灢旐旓斾旛旍旛旙旐斸旚斿旘旈斸旍旙斸旑斾旈旚旙斸旔旔旍旈斻斸旚旈旓旑
旚旓旑斸斻旘斿旓旛旙斺旈旓灢斻旓旐旔旓旙旈旚斿旙椲斒椵棶

棳棽棸棻椂棳椄棬椂棭椇棻椂椀棸棸椄棽棶
椲椃棸椵张洪武棶参变量变分原理与材料和结构力学分析

椲斖椵棶北京椇科学出版社棳棽棸棻棸棶棬斱斎斄斘斍斎旓旑旂灢旝旛棶

椲斖椵棶斅斿旈旉旈旑旂椇斢斻旈斿旑斻斿
斝旘斿旙旙棳棽棸棻棸棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲椃棻椵曾 攀棳钟万勰棶斝斿旘旡旟旑斸粘塑性模型的参变量变分原
理椲斒椵棶应用数学和力学棳棻椆椆棻棳棻棽棬椀棭椇棿棸椆灢棿棽棿棶棬斱斉斘斍
斝斸旑棳斱斎斚斘斍 斪斸旑灢旞旈斿棶斣旇斿旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍
旔旘旈旑斻旈旔旍斿旀旓旘旔斿旘旡旟旑斸 旐旓斾斿旍旈旑旜旈旙斻旓旔旍斸旙旚旈斻旈旚旟椲斒椵棶

棳棻椆椆棻棳棻棽棬椀棭椇
棿棸椆灢棿棻棿棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲椃棽椵曾  攀棳钱令希棶粘塑性问题的参数二次规划法椲斒椵棶
应用数学和力学棳棻椆椆棻棳棻棽棬椂棭椇椀棿棻灢椀棿椀棶棬斱斉斘斍斝斸旑棳
斞斏斄斘斕旈旑旂灢旞旈棶斝斸旘斸旐斿旚旘旈斻旕旛斸斾旘斸旚旈斻旔旘旓旂旘斸旐旐旈旑旂旐斿灢
旚旇旓斾旀旓旘旜旈旙斻旓旔旍斸旙旚旈斻旈旚旟椲斒椵棶

棳棻椆椆棻棳棻棽棬椂棭椇椀棿棻灢椀棿椀棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭
椲椃棾椵曾  攀棳孙训方棶用于弹性蠕变损伤问题的参变量变

分原理椲斒椵棶力学学报棳棻椆椆棽棳棽棿棬椀棭椇椂棽椆灢椂棾棾棶棬斱斉斘斍
斝斸旑棳斢斦斘 斬旛旑灢旀斸旑旂棶斣旇斿旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿旀旓旘
斿旍斸旙旚旈斻斻旘斿斿旔灢斾斸旐斸旂斿旔旘旓斺旍斿旐 椲斒椵棶

棳棻椆椆棽棳棽棿棬椀棭椇椂棽椆灢椂棾棾棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭
椲椃棿椵曾  攀棳孙训方棶具有损伤耦合效应的弹塑性蠕变问

题结构分析的变分原理椲斒椵棶固体力学学报棳棻椆椆棽棳棻棾
棬棽棭椇椆椀灢棻棸棸棶棬斱斉斘斍斝斸旑棳斢斦斘斬旛旑灢旀斸旑旂棶斣旇斿旜斸旘旈斸灢
旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿旓旀旙旚旘旛斻旚旛旘斸旍斸旑斸旍旟旙旈旙旀旓旘斾斸旐斸旂斿灢斻旓旛灢
旔旍斿斾斿旍斸旙旚旓旔旍斸旙旚旈斻斻旘斿斿旔旔旘旓斺旍斿旐椲斒椵棶

棳棻椆椆棽棳棻棾棬棽棭椇椆椀灢棻棸棸棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭
椲椃椀椵曾  攀棳高  庆棶损伤失效分析的数值原理及有限元

列式椲斒椵棶西南交通大学学报棳棻椆椆棽棳椄椄棬椂棭椇棾棾灢棿棻棶
棬斱斉斘斍斝斸旑棳斍斄斚斞旈旑旂棶斄旑旛旐斿旘旈斻斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿斸旑斾斊斉斖
旀旓旘旐旛旍斸旚旈旓旑旀旓旘旚旇斿斸旑斸旍旟旙旈旙旓旀斾斸旐斸旂斿旀斸旈旍旛旘斿椲斒椵棶

棳棻椆椆棽棳椄椄棬椂棭椇
棾棾灢棿棻棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲椃椂椵曹文衔棳沈祖炎棳董 宝棶考虑损伤累积的热弹塑性问
题变分原理及其有限元方法椲斒椵棶上海力学棳棻椆椆椂棳棻椃
棬棿棭椇棻椃棻灢棽椃椃棶棬斆斄斚 斪斿旑灢旞旈斸旑棳斢斎斉斘斱旛灢旟斸旑棳斈斚斘斍
斅斸旓棶斄旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿斸旑斾旈旚旙斊斉斖旈旐旔旍斿旐斿旑旚斸旚旈旓旑
旀旓旘斸旑斿旍斸旙旚旓灢旔旍斸旙旚旈斻旈旚旟旚旇斿旘旐斸旍旔旘旓斺旍斿旐旝旈旚旇斾斸旐斸旂斿
斻旛旐旛旍斸旚旈旓旑椲斒椵棶 棳

椄棾 计 算 力 学 学 报  第棿棻卷  



棻椆椆椂棳棻椃棬棿棭椇棻椃棻灢棽椃椃棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭
椲椃椃椵谢  尊棶基于含参变量变分法的随机结构静力响应的

精确解法椲斈椵棶武汉理工大学棳棽棸棽棸棶棬斬斏斉斱旛旑棶斄斻斻旛灢
旘斸旚斿斢旓旍旛旚旈旓旑旓旀斢旚斸旚旈斻斠斿旙旔旓旑旙斿旓旀斠斸旑斾旓旐斢旚旘旛斻灢
旚旛旘斿旙斅斸旙斿斾旓旑斨斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍斖斿旚旇旓斾旝旈旚旇斝斸旘斸旐斿旚旘旈斻
斨斸旘旈斸斺旍斿旙椲斈椵棶斪旛旇斸旑 斦旑旈旜斿旘旙旈旚旟旓旀斣斿斻旇旑旓旍旓旂旟棳
棽棸棽棸棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

椲椃椄椵彭海军棳高  强棳张洪武棳等棶输入受限斕斞控制的参
变量变分原理和算法椲斒椵棶力学学报棳棽棸棻棻棳棿棾棬棾棭椇棿椄椄灢
棿椆椀棶棬斝斉斘斍斎斸旈灢旉旛旑棳斍斄斚斞旈斸旑旂棳斱斎斄斘斍斎旓旑旂灢旝旛棳
斿旚斸旍棳斝斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿斸旑斾旑旛旐斿旘旈斻斸旍斸旍灢
旂旓旘旈旚旇旐旀旓旘斕斞旓旔旚旈旐斸旍斻旓旑旚旘旓旍旝旈旚旇斻旓旑旙旚旘斸旈旑斿斾斻旓旑灢
旚旘旓旍旈旑旔旛旚椲斒椵棶

棳棽棸棻棻棳棿棾棬棾棭椇棿椄椄灢棿椆椀棶棬旈旑斆旇旈旑斿旙斿棭棭

斝旘旓旔旓旙斸旍斾斿旜斿旍旓旔旐斿旑旚斸旑斾斸旔旔旍旈斻斸旚旈旓旑旙旓旀旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿
斪斦斆旇斿旑旂灢旝斿旈灣

棬斢旚斸旚斿斔斿旟斕斸斺旓旘斸旚旓旘旟旓旀斢旚旘旛斻旚旛旘斿斄旑斸旍旟旙旈旙棳斚旔旚旈旐旈旡斸旚旈旓旑斸旑斾斆斄斉斢旓旀旚旝斸旘斿旀旓旘斏旑斾旛旙旚旘旈斸旍斉旕旛旈旔旐斿旑旚棳
斈斿旔斸旘旚旐斿旑旚旓旀斉旑旂旈旑斿斿旘旈旑旂斖斿斻旇斸旑旈斻旙棳斈斸旍旈斸旑斦旑旈旜斿旘旙旈旚旟旓旀斣斿斻旇旑旓旍旓旂旟棳斈斸旍旈斸旑棻棻椂棸棽棿棳斆旇旈旑斸棭

斄斺旙旚旘斸斻旚椇斣旇斿旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿斸旑斾旈旚旙旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旕旛斸斾旘斸旚旈斻旔旘旓旂旘斸旐旐旈旑旂斸旍旂旓旘旈旚旇旐旝斿旘斿
旀旈旘旙旚旔旘旓旔旓旙斿斾斺旟斄斻斸斾斿旐旈斻旈斸旑斱斎斚斘斍 斪斸旑旞旈斸旑旈旑棻椆椄椀旀旓旘旚旇斿旑旓旑旍旈旑斿斸旘斺旓旛旑斾斸旘旟旔旘旓斺旍斿旐旓旀斿旍斸旙旚旈斻
斻旓旑旚斸斻旚棶斄旀旚斿旘旑斿斸旘旍旟棿棸旟斿斸旘旙旓旀斻旓旑旚旈旑旛旓旛旙斾斿旜斿旍旓旔旐斿旑旚棳旚旇斿旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿旇斸旙斺斿斿旑
旙旛斻斻斿旙旙旀旛旍旍旟斸旔旔旍旈斿斾旚旓旜斸旘旈旓旛旙旀旈斿旍斾旙棳旈旑斻旍旛斾旈旑旂斿旍斸旙旚旓旔旍斸旙旚旈斻斸旑斸旍旟旙旈旙棳斻旓旑旚斸斻旚棳旐斿斻旇斸旑旈斻旙旍旛斺旘旈斻斸旚旈旓旑
旐斿斻旇斸旑旈斻旙棳旂斿旓旚斿斻旇旑旈斻斸旍旐斿斻旇斸旑旈斻旙棳旜斸旘旈斸斺旍斿旙旚旈旀旀旑斿旙旙旘旓斾旙旚旘旛斻旚旛旘斿棳斸斾旜斸旑斻斿斾 旐斸旚斿旘旈斸旍旔斿旘旀旓旘旐斸旑斻斿
斸旑斸旍旟旙旈旙棳斻旘斿斿旔斸旑斾斾斸旐斸旂斿旓旀旐斸旚斿旘旈斸旍旙棳旀旍斿旞旈斺旍斿旙旚旘旛斻旚旛旘斸旍旐斿斻旇斸旑旈斻旙棳斕斞旓旔旚旈旐斸旍斻旓旑旚旘旓旍斸旑斾旓旚旇斿旘
斿旑旂旈旑斿斿旘旈旑旂旀旈斿旍斾旙棶斣旇旈旙旔斸旔斿旘旀旈旘旙旚旘斿旜旈斿旝旙旚旇斿旓旘旈旂旈旑旓旀旚旇斿旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿棳旈旑旚旘旓斾旛斻斿旙
旚旇斿斺斸旙旈斻斻旓旑斻斿旔旚旙旓旀旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿棳旚旇斿旑旚斸旊斿旙斸旑斿旍斸旙旚旓旔旍斸旙旚旈斻斸旑斸旍旟旙旈旙旔旘旓斺旍斿旐斸旙斸旑
斿旞斸旐旔旍斿旚旓斻旍斸旘旈旀旟旇旓旝旚旓斿旙旚斸斺旍旈旙旇旚旇斿旚旇斿旓旘斿旚旈斻斸旍旐旓斾斿旍旓旀旚旇斿旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿斸旑斾
旘斿斸旍旈旡斿旈旚旙旕旛斸斾旘斸旚旈斻旔旘旓旂旘斸旐旐旈旑旂旙旓旍旛旚旈旓旑棳斸旑斾旀旈旑斸旍旍旟旘斿旜旈斿旝旙旈旑斾斿旚斸旈旍旚旇斿斺斸旙旈斻旚旇斿旓旘旟旓旀旚旇斿旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻
旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿斸旑斾旚旇斿斾斿旜斿旍旓旔旐斿旑旚斸旑斾斿旑旂旈旑斿斿旘旈旑旂斸旔旔旍旈斻斸旚旈旓旑旓旀斻旓旘旘斿旙旔旓旑斾旈旑旂旑旛旐斿旘旈斻斸旍
斸旍旂旓旘旈旚旇旐旙旈旑旜斸旘旈旓旛旙旀旈斿旍斾旙棳旙旇旓旝旈旑旂旚旇斿斻旇斸旘斸斻旚斿旘旈旙旚旈斻旙斸旑斾斸斾旜斸旑旚斸旂斿旙旓旀旚旇斿旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍
旔旘旈旑斻旈旔旍斿旈旑旙旓旍旜旈旑旂旜斸旘旈旓旛旙旑旓旑旍旈旑斿斸旘旔旘旓斺旍斿旐旙棶
斔斿旟旝旓旘斾旙椇旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿椈旕旛斸斾旘斸旚旈斻旔旍斸旑旑旈旑旂椈旑旓旑旍旈旑斿斸旘旔旘旓斺旍斿旐椈斿旍斸旙旚旓灢旔旍斸旙旚旈斻斻旓旑旚斸斻旚椈

旜斸旘旈斸斺旍斿旙旚旈旀旀旑斿旙旙旙旚旘旛斻旚旛旘斿

引用本文棷斆旈旚斿旚旇旈旙旔斸旔斿旘椇
吴承伟棶参变量变分原理的提出暍发展与应用椲斒椵棶计算力学学报棳棽棸棽棿棳棿棻棬棻棭椇棽椂灢棾椆棶
斪斦斆旇斿旑旂灢旝斿旈棶斝旘旓旔旓旙斸旍棳斾斿旜斿旍旓旔旐斿旑旚斸旑斾斸旔旔旍旈斻斸旚旈旓旑旙旓旀旔斸旘斸旐斿旚旘旈斻旜斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旔旘旈旑斻旈旔旍斿椲斒椵棶

棳棽棸棽棿棳棿棻棬棻棭椇棽椂灢棾椆棶

椆棾 第棻期 吴承伟椇参变量变分原理的提出暍发展与应用


