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变宽截面箱梁剪力滞效应研究
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摘 要椇将变宽度截面箱梁的剪力滞翘曲位移函数定义为三次抛物线形式棳用能量变分原理建立了分析变宽截面
箱梁剪力滞效应的控制微分方程棳并用差分法求解此方程暎分别计算了简支箱梁在集中荷载和均布荷载作用下
的正应力棳并用有限元法作了验证暎将计算结果与等截面箱梁的应力进行对比棳总结变宽箱梁剪力滞效应的分布
规律暎结果表明棳均布荷载作用下棳相对于等截面梁棳变宽箱梁的顶板应力变化幅度更大棳峰值更高棳箱梁的顶板
宽度变化对剪力滞效应影响较大椈在集中荷载作用下棳等截面与变宽度箱梁跨中截面的应力相近棳应力分布曲线
吻合较好棳说明顶板宽度变化对剪力滞效应影响较小椈分别在集中和均布荷载作用下棳箱梁跨中截面应力均为正
剪力滞分布状态暎当箱梁顶板暍底板和悬臂板宽度相等时棳剪力滞效应控制微分方程也适用于等截面箱梁暎
关键词椇箱梁椈变宽度梁椈剪力滞效应椈能量变分原理椈差分法
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棻 引 言

受地形条件和交通的限制棳横向变宽度桥梁运
用越来越广泛棳但变宽度箱梁的理论研究还较少暎
剪力滞是由于箱梁翼缘板的剪切变形不均匀棳造成
弯曲正应力沿梁宽方向不均匀分布的现象暎文献
椲棻椵应用变分法分析了等截面箱梁的剪力滞效应棳
提出了分析简支箱梁及连续箱梁剪力滞效应的方

法暎文献椲棽棳棾椵运用能量变分原理对多箱室等截面
箱梁建立了相应的控制微分方程和边界条件暎文
献椲棿灢椃椵应用能量变分法棳分析了波形钢腹板组合
箱梁的剪力滞效应棳给出了计算组合箱梁剪力滞系
数的解析方法暎文献椲椄灢棻棽椵分别考虑了梗腋暍翼板
厚度变化暍悬臂板宽度以及腹板剪切变形等因素对
箱形梁剪力滞的影响棳运用能量变分原理导出了计
算箱梁剪力滞效应的公式暎文献椲棻棾椵应用能量变
分原理棳对变高度梯形截面箱梁的剪力滞及剪切变
形效应进行了分析棳导出了箱梁在横向荷载作用下
的剪力滞控制微分方程和边界条件棳获得相应的闭
合解暎文献椲棻棿椵用能量变分法分析了变宽截面波
形钢腹板组合箱梁剪力滞棳推导出了简支箱梁在均
布荷载和集中荷载作用下剪力滞系数的计算公式暎
文献椲棻棿椵为四箱单室箱梁棳纵向位移函数为二次函

数棳未考虑顶板宽度变化对箱梁正应力的影响暎文
献椲棻椀椵以等截面箱梁控制方程为基础棳推导出变高
度波形钢腹板箱梁的控制微分方程棳应用差分法得
到变高度箱梁的剪力滞系数计算公式暎

上述文献主要针对等截面箱梁及变高度箱梁

的剪力滞效应进行了研究暎目前棳对于变宽度箱梁
剪力滞效应的研究较少棳研究方法主要是有限元分
析棳且箱梁的结构形式和截面参数变化情况也不相
同暎本文以三次抛物线作为箱梁纵向翘曲位移的
分布函数棳应用能量变分原理棳建立控制微分方程暎
考虑到顶板宽度沿梁的线性变化时截面参数 棬棭
和 棬棭的变化以及对箱梁正应力的影响棳采用差
分法计算箱梁在集中荷载和均布荷载作用下的正

应力棳总结顶板变宽箱梁的剪力滞效应分布规律暎
棽 基本假定

棬棻棭中和轴仍位于按初等梁理论计算的位置暎
棬棽棭腹板变形符合平截面假定棳只考虑纵向弯

曲变形势能棳忽略横向弯曲变形势能暎
棬棾棭翼缘板的竖向无挤压即 椊棸棳板平面外

剪切变形 与 以及横向变形 均忽略不计暎
棬棿棭箱梁在竖向对称荷载作用下棳翼板的纵向

位移假设为

底棬棳棭椊棴 棻椲 棬棭棲棬棻棴 棾棷 棾棭 棬棭椵 棬棻棭
顶棬棳棭椊 棽椲 棬棭棲棬棻棴 棾棷 棾棭 棬棭椵 棬棽棭
悬棬棳棭椊 棽椲 棬棭棲棬棻棴 棾棷 棾棾棭 棬棭椵 棬棾棭



顶板宽度沿梁长的变化函数为

椊 棻棴 棻棴 棽 椊 棻棴 棬棿棭
式中 棬棭为梁的竖向挠度棳 棬棭为翼板的纵向
位移差函数椈如图棻和图棽所示棳椊棬棾棲 棭棴 椈
棽 和 棾分别为顶暍底板和悬臂板的宽度椈棻棳棽和 棾
分别为顶暍底板和悬臂板的厚度椈棻和 棽分别为箱

梁形心轴至底板和顶板中面的距离椈 为计算跨

径暎

图棻 变宽箱梁平面图
斊旈旂棶棻 斝旍斸旑斿旂旘斸旔旇旓旀旝旈斾斿旑旈旑旂斺旓旞旂旈旘斾斿旘

图棽 箱梁横截面
斊旈旂棶棽 斣旘斸旑旙旜斿旘旙斸旍旙旛旘旀斸斻斿旓旀斺旓旞旂旈旘斾斿旘

棾 变宽度箱梁控制微分方程及其解答

棾棶棻 总势能表达式
当箱形梁弯曲时棳外力势能

椊棴 棬棭斾 棬椀棭
组成箱梁各板的应变能为

椊棻棽 椲 棽 棲 棽椵斾 斾 棬椂棭

  椊灥 棬棳棭棷灥
椊灥 棬棳棭棷灥 棬椃棭

将式棬棻暙棾棭分别代入式棬椂棳椃棭得
底板应变能为

棻椊
棻
棽 棻椲棬 棭棽棲棾棽 棴棾 棲椆棻棿棬 棭棽棴
椆
棻棿 棲椆 棽

椃 棽棲 椆
椀 棽

棽椵斾 棬椄棭
顶板应变能为

棽椊
棻
棽 棽椲棬 棭棽棲棾棽 棴棾 棲椆棻棿棬 棭棽棴
椆
棻棿 棲椆 棽

椃 棽棲 椆
椀 棽

棽椵斾 棬椆棭
悬臂板应变能为

棾椊
棻
棽 棾椲棬 棭棽棲棾棽 棲棽棾 棲椆棻棿棬 棭棽棲

棾 棲椆 棽
椀棾

棽棲 椆
椀 棽棾

棽椵斾 棬棻棸棭
腹板应变能为

棿椊棻棽 棿棬 棭棽斾 棬棻棻棭
体系总势能为

椊 棻棲 棽棲 棾棲 棿棴 椊

棸
棻
棽 棻 棬 棭棽棲棾棽 棴棾棽 棲

椆
棻棿棬 棭棽棴 椆棻棿 棲椆 棽

椃棽
棽棲 椆
椀 棽

棽 棲

棻
棽 棽 棬 棭棽棲棾棽 棴棾棽 棲椆棻棿棬 棭棽棴
椆
棻棿 棲椆 棽

椃 棽
棽棲 椆
椀 棽

棽 棲

棻
棽 棾 棬 棭棽棲棾棽 棲棾棽 棾 棲

椆
棻棿棬 棭棽棲 棾 棲椆 棽

椀 棽棾
棽棲

椆
椀 棽棾

棽 棲棻棽 棿棬 棭棽棲 斾 棬棻棽棭
式中 为正应变棳 为切应变棳 为弹性模量棳
为剪切模量棳棻椊棽棻 棽棻棳棽椊棽棽 棽棽和 棾椊
棽棽 棾 棽棽分别为底板暍顶板和悬臂板忽略自身惯性
矩时对截面形心轴的惯性矩棳棿椊棽椲棻棷棻棽棾 棾棲
棾 棬棻棴 棷棽棭棽椵为腹板对截面形心轴的惯性矩棳
椊 棻棲 棽棲 棾棲 棿棳 椊 棻棲 棽棲 棾棳 椊 棻棲 棽暎
棾棶棽 控制微分方程的建立

根据最小势能原理棳在外力作用下结构处于平
衡状态时棳当有任何虚位移时棳体系总势能的变分
为零椲棻椵暎

椊 棬 棴 棭椊棸 棬棻棾棭
将总势能变分棳整理得控制微分方程为
棲棾棿 棴棾棿 棲 棾 棾 棲 椊棸

棬棻棿棭
棴棾棿 棲 棴棾棿 棲 棾 棾 棴椆棻棿 棲

  椆 棽

椃 棽棲 椆
椀 棽棴椆

棽

棽椄 棽 棲

  椆 棽

椀 棽棾
棲 椆
椀 棽棾

棾 椊棸 棬棻椀棭
边界条件为

棾
棿 棲椆棻棿 棲 棴 椆棽椄 棲棽棾 棾 棸椊棸

棬棻椂棭
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当 棻椊 棽椊 棾椊 时棳为等截面箱梁棳即 椊棸棳
此时的剪力滞效应控制微分方程和边界条件退化为

棲棾棿 棲 椊棸
棴棾棿 棴椆棻棿 棲 椆

椀 棽 椊棸
棾
棿 棲椆棻棿 棸椊棸

与文献椲棻椵一样棳说明本文方法具有一般性暎
棾棶棾 控制微分方程的求解

对式棬棻棿棭两边求导棳代入式棬棻椀棭棳移项整理得
到关于剪切转角 棬棭的方程为
椆 棽

棻椂 棴椆棻棿 棲 椆
棻椂 棲 椆 棽 棾

棻椂 棽 棴

 椆棻椂 棲棾棿棾 棲棾 棾
棽 棾 棲

 棽
棽棾
椆 棾
椀 棴

棽棾 棲棽椃 棽

棽椄 棲椆椀
棾
棽棾
棲 棽 椊

 棴棾棿 棴 棾
棿 棴 棾

棾
棬棻椃棭

将式棬棻棿棭代入式棬棻椂棭棳可得边界条件
棴椆 棽

棻椂 棲
椆
棻棿 棲 椆

棻椂 棴 椆棽椄 棲棽棾 棾 棴

 棾 棾
棿 棴棾棿 棸椊棸 棬棻椄棭
将式棬棻椃棭中 棬棭的系数化为棻棳整理简化后

为

  棲 棲 椊棴 棴 棬棻椆棭

式中 椊 椆
棻椂

椆 棽

棻椂 棴椆棻棿
椊棾棿

椆 棽

棻椂 棴椆棻棿
椊 棾
棿 棴 棾

棾
椆 棽

棻椂 棴椆棻棿
椊 椆 棽 棾

棻椂 棽 棴椆棻椂 棲棾棿棾 棲

棾 棾
棽 棾 棲

棽
棽棾
椆 棾
椀 棴

棽棾 棲棽椃 棽

棽椄 棲

椆
椀

棾
棽棾
棲 棽

椆 棽

棻椂 棴椆棻棿
底板正应力为

底椊棴 棻 棲 棴
棾
棾棴

棾 棾
棿 棬棽棸棭

顶板正应力为

顶椊 棽椲 棲 棴 棬棾棷 棾棭棴 棬棾 棾棷 棿棭椵棬棽棻棭
悬臂板正应力为

悬椊 棽 棲 棴 椲棬棾棲 棭棴 椵棾棷 棽棾 棲

棾 椲棬棾棲 棭棴 椵棽棷 棾棾 棬棽棽棭
由于直接求解 棬棭比较复杂棳因此采用差分

法来求解 棬棭棳沿梁长度方向划分网格棳步长为
棳则点 纵向位移差函数 棬棭的差分形式由文献
椲棻椀棳棻椂椵可知

棬斾 棷斾 棭椊棬 棲棻棴 棴棻棭棷棽
棬斾棽 棷斾 棽棭椊棬 棲棻棴棽 棲 棴棻棭棷棽 棬棽棾棭
将式棬棽棾棭代入式棬棻椆棭整理后得
棴棻棬棽棴 棭棲 棬棴棿棲棽棽 棭棲

  棲棻棬棽棲 棭椊棽棽 棬棽棿棭
式中 椊棴 椲棷棬 棭椵棴 椲棷棬 棭椵
边界条件的差分形式为

棲棻棴 棴棻棽 棴椆 棽

棻椂 棲
椆
棻棿 棲 椆

棻椂 棴 椆棽椄 棲

  棽棾 棾 棴棾 棾
棿 棴棾棿 棸椊棸

当边界为简支时棳 椊棸椊棸棳 椊 椊棸暎
网格内的每一点利用式棬棽棿棭列出方程棳在边界

点采用相应的边界条件棳得到差分方程组棳求解方程
组得到变宽截面箱梁剪力滞效应纵向位移差函数

棬棭棳然后根据式棬棽棸暙棽棽棭求出箱梁截面正应力暎
棿 算 例

已知简支钢箱梁的跨长 椊棾棸旐棳其 棷棿位
置和 棷棽位置截面尺寸如图棾所示棳材料特性为
椊棽棶棸椂暳棻棸椀 斖斝斸棳 椊棸棶椃椆暳棻棸椀 斖斝斸棳泊松比
椊棸棶棾棻暎棬棻棭在沿跨长腹板顶面棳对称地作用均
匀线荷载 椊椀棸旊斘棷旐椈棬棽棭在跨中腹板的顶面上
对称地作用一对集中力棽 椊棽暳椀棸旊斘暎计算在
两种荷载作用下的箱梁截面应力暎

图棾 箱梁 棷棿和 棷棽位置横截面棬单位椇旐旐棭
斊旈旂棶棾 棷棿斸旑斾 棷棽旚旘斸旑旙旜斿旘旙斸旍旙旛旘旀斸斻斿旓旀斺旓旞旂旈旘斾斿旘棬旛旑旈旚椇旐旐棭

利用有限元软件建立薄壁钢箱梁板壳单元模

型棳单元采用斢斎斉斕斕棻椄棻单元暎根据文献椲棻椂棳棻椃椵可
知棳网格会对计算结果产生影响暎因此需要对不规
则的网格进行单独划分棳以免影响结果的准确性暎
根据斄斘斢斮斢模型得到应力结果列入表棻和表棽暎
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表棻 均布荷载作用下简支箱梁截面应力棬单位椇斖斝斸棭
斣斸斺棶棻 斢斿斻旚旈旓旑旙旚旘斿旙旙旓旀旙旈旐旔旍旟旙旛旔旔旓旘旚斿斾斺旓旞旂旈旘灢
斾斿旘旛旑斾斿旘旛旑旈旀旓旘旐旍旟斾旈旙旚旘旈斺旛旚斿斾旍旓斸斾棬旛旑旈旚椇斖斝斸棭
位置

棷棽截面 棷棿截面
变分解 有限元解 变分解 有限元解

棻 椀棻棶椃椂棾棸 椀棻棶棽椄椄棸 棾椃棶棾椃棸棸 棾椀棶棽椄棸棸
棽 椀棽棶棽椆棾椄 椀棽棶棽椂棽椀 棾椃棶椆棻椆棿 棾椃棶椂棿棻棸
棾 椀椂棶棸棸椆棻 椀椂棶椄椄椃棸 棾椄棶椂椆棻椀 棾椄棶棽棻椂棸
棿 棴棾棿棶棾棽椀棾 棴棾椀棶椀棽椆棸 棴棽椀棶棸棾棿椃 棴棽椃棶椂棾棻棸
椀 棴棾椀棶棻棻椂椀 棴棾椂棶棸椆棿棸 棴棽椀棶椄椄椄椆 棴棽椃棶椆棻椃棸
椂 棴棾椄棶棿棻棽椄 棴棾椃棶椃棾椂棸 棴棽椃棶椆椃棻椃 棴棽椃棶椂椄椄棸
椃 棴棾棿棶椂椂椃棾 棴棾棿棶椄棸椂棸 棴棽椀棶棻棿椀棾 棴棽棿棶棾棽棾棸
椄 棴棾棿棶棾椂椆棾 棴棾棿棶棸棽椄棸 棴棽椀棶棸棿椄椀 棴棽棾棶棸棾椃棸
椆 棴棾棿棶棾棽椀棾 棴棾棾棶椂椂棾棸 棴棽椀棶棸棾棿椃 棴棽棽棶椂棿棸棸

表棽 集中荷载作用下简支箱梁截面应力棬单位椇斖斝斸棭
斣斸斺棶棽 斢斿斻旚旈旓旑旙旚旘斿旙旙旓旀旙旈旐旔旍旟旙旛旔旔旓旘旚斿斾斺旓旞旂旈旘灢

斾斿旘旛旑斾斿旘斻旓旑斻斿旑旚旘斸旚斿斾旍旓斸斾棬旛旑旈旚椇斖斝斸棭
位置

棷棽截面 棷棿截面
变分解 有限元解 变分解 有限元解

棻 棽棶椆椂椀棻 棽棶椆棸棽椂 棻棶椃棻椂棾 棻棶椂椃椂椀
棽 棾棶棻椆椀棾 棾棶棻椆棸棾 棻棶椂椆棸椂 棻棶椂椄椆棿
棾 棿棶椄棸椂椀 棿棶棿棸椂棾 棻棶椀棻棻棸 棻棶椂椃椂棽
棿 棴棻棶椆椃椄棸 棴棽棶棻椆椀椃 棴棻棶棻棿椆椃 棴棻棶棻椆棾椃
椀 棴棽棶棻椂棿棽 棴棽棶棾棽棻椂 棴棻棶棻椃棻椆 棴棻棶棻椆棻棿
椂 棴棾棶棾棻椄椃 棴棾棶棿棿棽棿 棴棻棶棻棽棻棾 棴棻棶棻椀椆棸
椃 棴棽棶棻棻椄椆 棴棽棶棻棸棽棿 棴棻棶棻棾棽椂 棴棻棶棻棽棸棸
椄 棴棻棶椆椄椀棾 棴棻棶椆椂椄棽 棴棻棶棻棿椃椂 棴棻棶棻棸椂棾
椆 棴棻棶椆椂椂棽 棴棻棶椆棽椄椄 棴棻棶棻棿椆椃 棴棻棶棸椆椃棻

按变分法与有限元法计算在集中荷载和均布

荷载作用下箱梁 棷棿和 棷棽位置截面应力棳计算
结果列入表棻和表棽棳沿跨长腹板顶面应力如图棿
和图椀所示暎可以看出棳变分法结果与有限元结果
相吻合棳表明本文的方法是可行的暎但由于有限元
法考虑的因素较多棳网格划分以及差分法求解时棳
步长的选取也会对计算结果的精度产生影响棳因此
变分法的结果与有限元结果存在一定误差暎

图棿 均布荷载作用下变分解与有限元解
斊旈旂棶棿 斨斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍斾斿斻旓旐旔旓旙旈旚旈旓旑斸旑斾旀旈旑旈旚斿斿旍斿旐斿旑旚旙旓旍旛旚旈旓旑

 旛旑斾斿旘旛旑旈旀旓旘旐旍旟斾旈旙旚旘旈斺旛旚斿斾旍旓斸斾

图椀 集中荷载作用下变分解与有限元解
斊旈旂棶椀 斨斸旘旈斸旚旈旓旑斸旍旙旓旍旛旚旈旓旑斸旑斾旀旈旑旈旚斿斿旍斿旐斿旑旚旙旓旍旛旚旈旓旑旛旑斾斿旘

 斻旓旑斻斿旑旚旘斸旚斿斾旍旓斸斾
对变宽箱梁和等截面箱梁的跨中截面顶板进

行比较棳分析变宽箱梁和等截面箱梁的剪力滞分布
差异暎等截面梁的尺寸如图棾棬棻棷棽横截面棭所示棳
在相同荷载条件下等截面梁和变宽截面梁的跨中

截面顶板应力分布如图椂和图椃所示棳等截面简支
箱梁的应力计算方法根据文献椲棻椵得到暎

图椂 均布荷载下跨中截面顶板应力棬单位椇斖斝斸棭
斊旈旂棶椂 斠旓旓旀旙旚旘斿旙旙旓旀旚旇斿旐旈斾灢旙旔斸旑旙斿斻旚旈旓旑旛旑斾斿旘旛旑旈旀旓旘旐旍旟

 斾旈旙旚旘旈斺旛旚斿斾旍旓斸斾棬旛旑旈旚椇斖斝斸棭

图椃 集中荷载下跨中截面顶板应力棬单位椇斖斝斸棭
斊旈旂棶椃 斢旚旘斿旙旙旓旀旘旓旓旀旈旑旚旇斿旐旈斾灢旙旔斸旑旙斿斻旚旈旓旑旛旑斾斿旘

 斻旓旑斻斿旑旚旘斸旚斿斾旍旓斸斾棬旛旑旈旚椇斖斝斸棭

从图椂可以看出棳均布荷载作用下变宽度梁和
等截面梁的跨中截面应力为正剪力滞分布椈变宽箱
梁与等截面腹板顶面应力相差约椃棶椄椂棩椈变宽箱
梁跨中截面的顶板应力分布变化较大棳最大和最小
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应力相差棻棿棶棽椀棩暎等截面梁最大和最小应力相
差棿棶棾棽棩暎由此可知棳在均布荷载作用下棳变宽截
面的顶板应力变化幅度大棳峰值更高棳顶板的宽度
变化对剪力滞效应影响比较大暎

从图椃可以看出棳集中荷载作用下变宽度梁和
等截面梁的跨中截面应力为正剪力滞分布暎变宽
箱梁与等截面腹板顶面应力相差棸棶棸椆椆棩棳顶板中
心应力相差棽棶椂椆棩棳二者应力分布曲线拟合较好暎
由此可见棳在集中荷载作用下棳变宽度梁与等截面
梁的顶板应力分布相似棳在悬臂板端部和顶板中心
略有差异棳顶板的宽度变化对剪力滞效应影响较
小暎
椀 结 论

棬棻棭当箱梁顶板暍底板和悬臂板宽度沿跨长相
等时棳推导的剪力滞效应控制微分方程退化为等截
面箱梁剪力滞效应控制微分方程棳说明本文的方法
具有一般性暎应用能量法与有限元法计算结果相
吻合棳二者应力分布曲线拟合较好暎

棬棽棭在均布荷载作用下棳变宽箱梁和等截面箱
梁跨中截面应力为正剪力滞分布棳与等截面梁相
比棳变宽截面梁应力变化幅度更大棳腹板顶面应力
峰值也更高棳宽度的变化对剪力滞影响较大暎

棬棾棭在集中荷载作用下棳变宽箱梁和等截面箱
梁跨中截面应力为正剪力滞分布暎二者应力分布
曲线相似棳在悬臂板端部和顶板中心略有差异棳故
箱梁宽度的变化对剪力滞的影响较小暎
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