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摘  要椇基于双波初值问题棳讨论非线性对多波传播的影响暎通过选取合适的多重尺度棳对斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑波动方
程进行变形棳得到方程的解的多尺度展式首项近似和三波传播时速度相互影响的定量关系棳揭示了多波传播的非
线性特性椈最后棳应用 斖斸旚旇斿旐斸旚旈斻斸对波动方程进行数值仿真暎研究结果表明棳另外多个波的存在会使波的传播速
度棬相速棭超过独自传播时的速度棬相速棭暎
关键词椇非线性波动方程椈多波传播椈多尺度展式椈首项近似椈非线性特性椈相速
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棻 引 言

近几十年来棳学者们在社会科学和自然科学领
域建立了许多非线性数学模型棳并提出了许多求解
非线性波动方程的方法暎如齐次平衡法椲棻灢棾椵暍斒斸斻旓斺旈
椭圆函数展开法椲棿棳椀椵和直接代数法椲椂棳椃椵等暎斔旍斿旈旑灢
斍旓旘斾旓旑方程是著名的非线性波动方程棳在力学暍非
线性光学暍旋转波和一些数学物理问题中椲椄灢棻棽椵棳有
着非常重要的研究和应用价值暎

目前棳已有众多学者研究了单个平面波和波灢
波在波的传播过程中的相互作用棳斎旓旍旐斿旙椲棻棾椵研究
了非线性波动方程中的波灢波相互作用棳斱旇斸旑旂
等椲棻棿椵研究了广义 效应下的非线性行星灢天气波相
互作用及其解的性态棳李群等椲棻椀椵研究了内孤立波
的波灢波相互作用棳那仁满都拉椲棻椂椵研究了流体与固
体介质中的有限振幅波与孤立波的传播和相互作

用暎对三个波以上的多波相互作用的研究较少暎
本文讨论非线性对多波传播的影响暎选取适

当的初值和引入多重尺度棳对 斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑方程
进行变形暎应用多重尺度方法讨论三波初值在传
播过程中的相互作用棳根据三波初值相互作用的研
究棳得到多波初值在传播过程中速度相互影响的定
量关系暎最后棳应用 斖斸旚旇斿旐斸旚旈斻斸数值求解非线性
斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑波动方程棳并作解的波动图和解的
首项近似的波动图暎由数值仿真结果可知棳本文使

用多重尺度方法获得的结果具有较好的精度暎
棽 研究背景

斎旓旍旐斿旙椲棻棾椵研究了非线性波动方程中的波灢波
相互作用棳得到双波传播过程中速度相互影响的定
量关系式棳所得结果表明棳一个波的存在会使得另
一个波的传播速度超过独自传播时的速度暎
斱旇斸旑旂等椲棻棿椵研究广义 效应下的非线性行星灢天气
波相互作用棳通过使用多重尺度和摄动展开的方
法棳得到了天气尺度波的修正方程暎结果表明棳行
星尺度波和天气尺度波的不对称性暍强度和持续性
依赖于广义 效应暎李群等椲棻椀椵对内孤立波的波灢波
相互作用进行数值模拟棳数值结果体现了波灢波相
互作用的非线性特征棳即在两波相交处棳相速会随
着振幅的增大而增大暎

考虑非线性波动方程

灥棽 椊灥棽 棲 棲 棾 棬棴曓椉 椉曓棳椌棸棭棬棻棭
初值条件为

棬棳棸棭椊 棬棭棳灥 棬棳棸棭椊 棬棭 棬棽棭
这是著名的非线性斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑方程的初值

问题棳描述的是在弹性基座上弦的振动或者冷电子
等离子体中的波暎本文研究上述问题的行波解暎
首先棳考虑当 椊棸时得到的线性方程棳使用傅里
叶变换棳得到通解形式为
棬棳棭椊 曓

棴曓
棬棭 棬 棴 棭斾 棲 曓

棴曓
棬棭棬 棲 棭斾

棬棾棭
式中 椊 棻棲 棽棳 棬棭和 棬棭由初始条件决
定棳故线性方程具有波动解暎式棬棾棭表明线性方程
的解可以写成平面波解 暲棬棳棭椊 棬 暲 棭的叠



加暎基于上述研究棳考虑非线性对平面波的作用和
影响暎

设式棬棻棳棽棭解的形式渐近展开为
棬棳棭暙 棸棬 棴 棭棲 棻棬棳棭棲暛 棬棿棭
可以看出棳若直接寻找式棬棿棭的渐近解棳会导致

长期项暎因此棳本文使用多重尺度研究非线性对右
行波的影响暎对于单个波传播情形棳可选取多重尺
度

椊 棴 棳 棽椊 棳棽椊 棬椀棭
式中 椊 棻棲 棽棬 椌棸棭暎于是有

灥曻 灥棲 灥棽棳灥曻棴 灥棲 灥棽 棬椂棭
则微分方程棬棻棭化为
椲灥棽棴棽棬灥棽棲 灥棽棭灥椵棲 棲 棾棲 棬棽棭椊棸

棬椃棭
继而可得不含长期项的解的多尺度展式

棬棳棭暙 棸棬棳棽棳棽棭棲 棻棬棳棽棳棽棭棲暛 棬椄棭
对于初始条件中具有多波的情形棳多重尺度式

棬椀棭和多尺度展式棬椄棭一般无效暎此时选择更一般
的多重尺度

棻椊 棳 棽椊 棳棻椊 棳棽椊 棬椆棭
李群等椲棻椀椵对内孤立波的波灢波相互作用进行

数值模拟棳数值结果表明棳在两波相交处棳相速会随
着振幅的增大而增大暎斎旓旍旐斿旙椲棻棾椵研究非线性波
动方程的双波相互作用棳通过选取适当的初值和引
入多重尺度棳获得弱非线性 斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑方程的
解的首项近似棳得到双波传播时棳一个波的存在会
使另一个波的传播速度超过独自传播时的速度暎
本文通过对三波情形的研究棳讨论多波传播时行波
相互影响的定性与定量关系暎
棾 多波相互作用
棾棶棻 三波相互作用

由于在实际问题中常出现初始条件呈现多个

波的情形暎为了讨论非线性对波传播的影响棳本文
考虑三个波的情形棳为此棳假设初值
棬棳棸棭椊 棻斻旓旙棬棻 棭棲 棽斻旓旙棬棽 棭棲 棾斻旓旙棬棾 棭

棬棻棸棭
灥 棬棳棸棭椊 棻 棻旙旈旑棬棻 棭棲 棽 棽旙旈旑棬棽 棭棲

棾 棾旙旈旑棬棾 棭 棬棻棻棭
式中 棻椊 棻棲 棽棻棳棽椊 棻棲 棽棽棳棾椊 棻棲 棽棾暎

因为假设的三个波是不同的棳所以设 棻棳棽和

棾彼此不等暎此时相应的线性方程具有式棬棻棽棭形
式的解
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在多波传播时棳引入式棬椆棭的多重尺度棳则有
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方程棬棻棭化为
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棲 棾 棬棻棿棭
引入其解的多尺度展式

暙 棸棬棻棳棻棳棽棳棽棭棲 棻棬棻棳棻棳棽棳棽棭棲暛
棬棻椀棭

代入方程棬棻棿棭及初始条件棬棻棸棳棻棻棭棳平衡其两边的
棬棻棭项棳可得
灥棽棻 棸椊灥棽棻 棸棲 棸
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于是可得
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式中 棻椊 棻 棻棴 棻 棻棲 棻棬棽棳棽棭
棽椊 棽 棻棴 棽 棻棲 棽棬棽棳棽棭
棾椊 棾 棻棴 棾 棻棲 棾棬棽棳棽棭

棻棳 棽棳 棾棳棻棳棽和 棾是关于 棽和 棽的任意函数棳
要求满足初始条件棳即
棻棬棽棳棸棭椊 棻棳 棽棬棽棳棸棭椊 棽棳 棾棬棽棳棸棭椊 棾
棻棬棽棳棸棭椊 棽棬棽棳棸棭椊 棾棬棽棳棸棭椊棸 棬棻椃棭
再平衡其两边的 棬棭项棳得
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从式棬棻椂棭得
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棾
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棿 棻 棾椲 棾斻旓旙棬棻棴棽 棾棭棲 棾斻旓旙棬棻棲棽 棾棭棲
棻斻旓旙棬棽 棻棴 棾棭棲 棻斻旓旙棬棽 棻棲 棾棭椵棲
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式中 等式右边的前三项在多尺度展式中将产生一

个长期项棳且满足 椊 棻棲 棽暎结合棴棽灥棻灥棽 棸棲

椃棿椂 第椀期 潘陈蓉棳等椇斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑波动方程多波传播的非线性特性



棽灥棻灥棽 棸棳将前三项从方程中消去棳可得
棬灥棽棲 灥棽棭 椊棸 棬棻椆棭

和 棬灥棽棲 灥棽棭 椊棴棾椄棬 棽棲棽 棽棲棽 棽棭棬棽棸棭
式中 曎 曎 暎线性波动方程棬棻椆棭的通解为

椊 棬 棽棴 棽棭 棬棽棻棭
结合初始条件棬棻椃棭棳 为常数棳且 椊 棳则线性
波动方程棬棽棸棭的通解为
棬 棴 棭 椊棴棾椄棬 棽棲棽 棽棲棽 棽棭暳

 棬 棽棴 棽棭棲 棬 棽棴 棽棭 棬棽棽棭
式中 由式棬棻椃棭决定棳从而可得

椊棴 棾
椄 棬 棽棲棽 棽棲棽 棽棭棽 棬棽棾棭

结合初始条件棬棻棸棳棻棻棭棳得到弱非线性斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑
方程的解的首项近似为
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棾棶棽 多波相互作用
仿照三波传播的讨论棳一般地棳对于具有 个

初始波的情形
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引入式棬椆棭的多重尺度棳可得到方程解的首项
近似为

暙暺
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式中 椊棻棲 棾椄 棽棬棽棲棽暺曎 棽棭棬椊棻棳棽棳暛棳棭暎

棿 数值仿真
为了验证本文多重尺度方法的有效性棳在非线

性斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑方程

 

灥棽 椊灥棽 棲 棲 棾
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棬棽椃棭

中棳取 椊棸棶棸棸椀棳 棻椊 棽椊 棾椊棻
棻椊棸棶椀棳 棽椊棻棳 棾椊棽 棬棽椄棭

由 椊 棻棲 棽 得 棻椊 棻棶棽椀棳棽椊 棽棳棾椊
椀暎应用 斖斸旚旇斿旐斸旚旈斻斸对非线性 斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑方
程棬棽椃棭进行数值求解棳并作方程在区域棸椉 椉棾和
棴棻棸椉 椉棻棸的波动棳如图棻所示暎接着作出本文
得到的非线性斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑方程解的首项近似式
棬棽棿棭在区域棸椉 椉棾和棴棻棸椉 椉棻棸的波动棳如
图棽所示暎可以看出棳在区域棸椉 椉棾和棴棻棸椉
椉棻棸中棳非线性 斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑方程的解和方程
解的首项近似式棬棽棿棭几乎一致暎从图棻可以看出棳
方程在边界 椊暲棻棸处出现了奇性棳这是由于
斖斸旚旇斿旐斸旚旈斻斸在数值求解时受到自动设置人工边
界的影响暎综上可知棳本文使用多重尺度方法讨论
非线性斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑方程的多波传播具有较好的
有效性暎

图棻 非线性斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑方程在区域棸椉 椉棾和
棴棻棸椉 椉棻棸的波动

斊旈旂棶棻 斪斸旜斿斾旈斸旂旘斸旐旓旀旑旓旑旍旈旑斿斸旘斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑斿旕旛斸旚旈旓旑
  旈旑旘斿旂旈旓旑棸椉 椉棾棳棴棻棸椉 椉棻棸

图棽 非线性斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑方程解的首项近似式棬棽棻棭
  在区域棸椉 椉棾和棴棻棸椉 椉棻棸的波动

斊旈旂棶棽 斊旍旛斻旚旛斸旚旈旓旑斻旇斸旘旚旓旀旚旇斿旀旈旘旙旚旚斿旘旐斸旔旔旘旓旞旈旐斸旚旈旓旑棬棽棻棭旓旀
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  旚旇斿旘斿旂旈旓旑棸椉 椉棾棳棴棻棸椉 椉棻棸

椀 结  论
本文讨论非线性对多波传播的影响暎选取合

适的初值和引入多重尺度棳对 斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑波动

椄棿椂 计 算 力 学 学 报  第棾椃卷  



方程进行变形暎对三波传播进行讨论棳引入解的多
尺度展式棳设定合适的初始条件棳得到方程解的首
项近似和三波初值在传播过程中的速度相互影响

的定量关系暎研究结果表明棳三波传播时棳其中一
个波传播的速度受到另外两个波的影响棳即另外两
个波的存在会使得波的传播速度棬相速棭超过独自
传播时的速度棬相速棭暎研究结果对多波情形仍然
成立棳根据三波初值相互作用的研究棳得到各波传
播过程中的速度相互影响的定量关系暎研究结果
表明棳多波初值在传播过程中棳一个波的传播速度
会受到另外多个波的影响棳即另外多个波的存在会
使得波的传播速度棬相速棭超过独自传播时的速度
棬相速棭暎推广了 斎旓旍旐斿旙椲棻棾椵关于双波传播的研究
结果暎

本文应用 斖斸旚旇斿旐斸旚旈斻斸对波动方程进行数值
仿真棳根据波动图可以看出棳非线性 斔旍斿旈旑灢斍旓旘斾旓旑
方程的解和方程解的首项近似式棬棽棿棭是几乎一致
的暎结果表明棳本文使用的多重尺度法具有较好的
适用性暎
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